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TIIVISTELMA

Téssd esityksessd tarkastellaan uusia menetelmid useiden musiikin jouk-
koteoriaan liittyvien operaatioiden suorittamiseksi, sekd tutkitaan erditd sel-
laisia tasavireisen sdveljarjestelmdn ominaisuuksia ja lainalaisuuksia, jotka
ovat ldhestyttivissd ndiden operaatioiden tuottamien tulosten kautta.

Tarvittava kasitteistd on osaksi joukkoteoreettisessa kirjallisuudessa jo esi-
teltyd, osaksi tdstd kasitteistdstd edelleenkehiteltya ja osaksi kokonaan uutta.
Tarkeimmain lahtokohdan muodostaa intervallikon kisite. Sen tukena seka
my0s itsendisind vilineind kaytetddn erityyppisid matriiseja sekd sivelluok-
kaympyraa.

Johdantoluvussa (Aluksi ) tarkastellaan kysymyksii, jotka liittyvat joukko-
teorian ja perinteisen musiikinteorian vilisiin suhteisiin, joukkoteorian
erdisiin yleisiin sisdisiin ominaisuuksiin sekid sen asemaan, kiyttotarkoituk-
siin, ATK-sovellutuksiin ja tulevaisuudenndkymiin. Lisdksi kasitellddn ly-
hyesti seikkoja, jotka johtivat timdn esityksen muotoutumiseen nykyisel-
leen.

Kisitteistod -luvussa madritelladn tarvittavia peruskisitteitd ja -operaati-
oita. Tdimén esityksen tarpeisiin kehitettyd materiaalia edustavat mm. inter-
vallikkojen vakio- ja kddnteisosien médrittely, uusi normaalijirjestyskritee-
ristd, rakenteen, instanssin ja instanssiluokan késitteet, instanssimatriisit se-
kd kdidnteissuhteiden tarkastelu intervallikkoja ja kadnteisakseleita apuna
kdyttden. Lisdksi tarkastellaan joukon jdsenten vilisen jarjestyksen kysy-
myksid ja joukkoluokkien muodostukseen vaikuttavia tekijoita.

Intervalliavaruudelliset symmetriat -luvussa symmetriset joukkoluokat
jaotellaan kiidnteis- ja kiertosymmetrioihin, todetaan symmetriatyyppien
mahdollinen piillekkidisyys sekd luokitellaan akseleilla varustetut symmet-
riat akselien lukuméédrien perusteella. Symmetriatyyppien tunnistaminen
esitetddn seki intervallikkojen ettd sivelluokkaympyrille sijoitettujen jouk-
kojen avulla. Intervallikkojen avulla tutkitaan tietyn jaksollisuuden omaa-
vien kiertosymmetristen joukkoluokkien médriin vaikuttavia tekij6itd.

Symmetrisid joukkoja tarkastellaan kasiteparin kehys-akseli avulla, jakaen
akselityypit kategorioihin ja esittden akselityyppien vaikutukset joukkojen
rekisteriavaruudelliseen kayttadytymiseen. Tietyntyyppiset symmetriat yhdis-
tetddn perheiksi yhteisen kehyksen avulla. Komplementtiluokkien suhde
symmetrisyyteen selvitetddn. Joukkoluokan symmetrisyyden ja jisenjouk-
kojen lukuméirdn vilinen yhteys todetaan ja havainnollistetaan vertaile-
malla instanssi- ja jisenjoukkomatriiseja.



Tiivistelmi

Osajoukot ja -joukkoluokat -luvussa esitetddn osajoukko- ja osajoukko-
luokkasuhteen toteaminen intervallikon avulla sekd operoiminen vajailla
intervallikoilla. Osajoukko- ja osajoukkoluokkasuhteen eroja tarkastellaan
lyhyesti.

Ali-intervallikkojen muodostumista tutkitaan yli-intervallikkojen jisen-
ten yhdistymistapoja kuvaavien mallien avulla, ja esitetddn intervallikko-
pohjainen metodi joukkoluokan kaikkien osa- ja ylijoukkoluokkien selvit-
timiseksi. Erikokoisten joukkojen osa- ja ylijoukkojen lukumiirit selvite-
tddn, samoin tietynkokoisten joukkoluokkien osa- ja ylijoukkoluokkasuh-
teiden lukumairit.

Kiertosymmetristen joukkoluokkien osajoukkoluokkasuhteiden poik-
keuksellisuus todetaan, ja esitetddn jaksollisuuteen perustuvat metodit, joi-
den avulla tietyn tunnetun osajoukkoluokkasuhdeasetelman kiinteisase-
telman tuottamat osajoukkoluokkasuhteet selvidvdt suoraan. Lopuksi tar-
kastellaan osainstanssiluokka- ja osajoukkoluokkasuhteiden eroavaisuuk-
sia. '

Leikkausvektorit -luvussa esitetddn leikkausvektorin periaate ja tarkastel-
laan joukkoluokan jdsenjoukkojen sisdisid sekd kahden joukkoluokan ji-
senjoukkojen vilisid leikkauksia erityyppisten leikkausmatriisien avulla.
Apukdsitteiksi madritellddn X- ja Y-joukot, joiden avulla kaikkia leikkaus-
asetelmia voidaan kasitelld yhdenmukaisesti.

Matriisien lisdksi esitelldidn muita tapoja erityyppisten leikkausvektorien
muodostamiseksi, ja tutkitaan vektoreille yhteisid sekid niitd erottavia teki-
joitd. X- ja/tai Y-joukkojen transponoimisesta ja /tai kdintimisestd vekto-
reille aiheutuvat muutokset selvitetdin, ja lopuksi tarkastellaan symmet-
risten joukkoluokkien leikkausvektorien erityispiirteiti.

Komplementtijoukot ja -joukkoluokat -luvun alussa madaritelldan tarvit-
tavaa kisitteistdd ja tutkitaan tdssd esityksessd kidytetyn joukkoluokituksen
sekd Forten joukkoluokituksen vilisid eroja niiden suhteissa komplement-
ti- ja kéddnteiskomplementtiluokkiin. Lisdksi tarkastellaan joukosta ja sen
komplementtijoukosta seki. joukkoluokasta ja sen komplementtiluokasta
muodostettujen tietyntyyppisten vektorien suhteita, sekd komplementti-
luokkien ja kddnteiskomplementtiluokkien osajoukkoluokkasuhteita. Lo-
puksi esitetiin metodi komplementti-intervallikon maarittimiseksi inter-
vallikosta.
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ALUKSI

Perusteellisiin teoreettisiin valmiuksiin tdhtddvadssd koulutuksessa musii-
kinopiskelijan odotetaan harjoitustéin ja analyysein perehtyvdn moniin
enemmadn tai vihemman kiintedsti satsitekniikkaan liittyviin ndkékulmiin,
kuten harmoniaan, kontrapunktiin, motiviikkaan, melodiikkaan, kenraali-
bassoon, rytmiikkaan, muodontaan jne., pddmaardndin tarkoituksenmukai-
sen kisity6taidon. hankkiminen myShempid tydtehtdvid varten.

Useissa ndistd teorian osa-alueista tulee vastaan tilanteita, joissa sdveltaso-
materiaalia tarkastellaan etupidssd sen sdvelluokkasisillin (sdvelpaikka-, sd-
velyys-, sdvelnimisisdllon) kannalta. Tietyn sointumuodostelman tai linjan
elementtien keskindinen jirjestys tai rekisteriavaruudellinen sijainti ei ole
keskeinen, vaan se, mitki tasavireisen sdveljirjestelman kahdestatoista eri
oktaavikerrannaisryhmistd ovat tutkittavassa yksikdssd edustettuina.

Perinteisessd satsitekniikassa ei sdvelluokkia varten ole kuitenkaan formu-
loitu omaa teoriaansa, perustettu omaa oppiainettaan tai edes kiinnitetty nii-
hin jirjestelmillisempdd huomiota. Niiden tarjoama informaatio on otettu
esille muiden ndkdkulmien oheen ainoastaan tarpeen vaatiessa, ilman aietta
paneutua ldhemmin sdvelluokkien tason sisdisiin ominaisuuksiin sindnsai.

Tama johtuu epdilemdttd siitd, ettd tonaalisen musiikin lainalaisuuksista
nousseessa teoriassa sdvelluokkien aspektia ei ole yksinkertaisesti tarvittu,
silld muut kontrollimenetelmdt ovat taanneet riittivdn tiukan otteen sat-
siin. Duuri- ja mollikolmisoinnut ovat muodostaneet harmonian rungon,
joten hyddynnetyt sointutyypit eivit itsessddn ole vilttimattd edellyttdneet
tutkimus- luokittelu- tms. toimenpiteita.

1900-luvun musiikin kanssa on tilanne toinen, siti suuremmassa mairin
mitd ldhemmadksi nykypdivdd tullaan. Mahdollisia sdvelvalinnallisia asetel-
mia on paljon, eikd mikdan lahtokohta ole automaattisesti poissuljettu jon-
kin yleisesti hyvdksytyn tyylillisen tai esteettisen normin nojalla. Ja koska
musiikillisen materiaalin teknisten kontrollikeinojen kehittyminen voi-
makkaan muutosprosessin alaisten taiteellisten katsantokantojen mydta lie-
nee vilttimatontd, on perusteltua tutkia, onko jollakin perinteisessd musii-
kinteoriassa matalaa profiilia pitdneelld aspektilla tarjottavanaan uusien
asetelmien kannalta kdyttokelpoisia ndkékulmia.

Tasavireisen jirjestelmédn sidvelluokkien taso on erds tillainen tutkimisen
arvoinen kokonaisuus. Aikamme musiikista kiinnostuneen ei ole syyti lai-
minly6dd sitd vain sen vuoksi, ettd se ei kenties ole ollut valovoimainen te-
kija tonaalisen musiikin synnyttimén teorian kentissi. Hyva kontakti sdvel-
luokkien teoriaan on muusikolle joka tapauksessa hyodyllisempi kuin huo-
no, ja ennenkaikkea se on hyddyllisempi kuin ei kontaktia lainkaan. Tassa
esityksessd kisiteltdvd musiikin joukkoteoria on mielestdni tehokas sidvel-
luokkien teoria, jonka avulla voi saada eksaktia tietoa lukuisista erityyppisis-
td kysymyksenasetteluista.
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Tilanteessa jossa kaikki sdveltasokombinaatiot tulevat ainakin periaattees-
sa kysymykseen sdvelteoksen materiaalina, ollaan monien seikkojen osalta
kaukana niistd musiikillisista olosuhteista, jotka tuottivat esimerkiksi tonaa-
lisen harmoniaopin eri muodoissaan ja vaiheissaan. Témidn harmoniaopin
muodostaessa itsestidnselvin perustan my6s opinnoille jotka tidhtaidvit
oman aikamme musiikin soinnullisten ilmididen hallintaan, on kiinnosta-
vaa pohtia missd madrin tonaalisen ympéristén itselleen hahmottamat har-
monioiden ominaisuuksien tirkeysjirjestykset periytyvit tiedostamattomas-
ti nykymusiikin muuttuneisiin olosuhteisiin. Toisinsanoen jos tonaalisessa
ympaéristéssd on vilttdimatontd kiinnittid huomiota seikkaan x, suotavaa
kiinnittdd huomiota seikkaan y ja tarpeetonta kiinnittid huomiota seikkaan
Z, niin miten timi vaikuttaa meihin tutkiessamme nykymusiikin harmo-
- nista ympdérist6d ja sen ominaisuuksien mahdollisia tirkeysjirjestyksia: jaa-
k6 z liian vidhille huomiolle, saako x enemmin huomiota kuin olisi tar-
peen.

Otan yksinkertaisen esimerkin. Erityyppisid sointurakenteita nimitetidin
usein niiden vierekkiisten sdvelten vileihin muodostuvan rinnakkaisten
intervallien ketjun ominaisuuksien perusteella: kvarttisointu, kvarttitrito-
nussointu, piensekunticluster, kokosivelasteikko, kokopuoliasteikko, erilai-
set "suuret terssirakenteet” jne. Timén ohella intervalliketjun mahdolliset
sddnnénmukaisuudet saatetaan usein mainita jikddnkuin keskeisenid osana
sointutyypin identiteettid: ylinouseva kolmisointu rakentuu kahdesta piil-
lekkiisestd suuresta terssistd, vihennetty septlmlsomtu kolmesta paillekkaii-
sestd pienestd terssistd jne.

Oletetaan timin jilkeen tilanne, jossa tuotetaan satsia kontrolloiden har-
monioita rinnakkaisten intervallien ketjujen avulla, tai analyysitilanne jos-
sa kuvaillaan teoksen harmonioita vastaavaa aspektia hyviksikiyttden. Tal-
16in tietystd 3-jdsenisestd sdveltasokombinaatiosta huomataan, etti sen 2-ja-
senisen rinnakkaisten intervallien ketjun ja sen kolmesta intervallista koos-
tuvan kokonaisintervallisisillon vililld vallitsee ldheinen yhteys. Ketjun
avulla voidaan varsin kattavasti kuvata kokonaisintervallisisdltod, ja lisaksi
puuttuva kolmas, dirijdsenten vélinen intervalli selvidd helposti laskemalla
vierekkdiset intervallit yhteen. 4-jisenisen siveltasokombinaation interval-
liketjussa puolestaan on 3 intervallia, kokonaisintervallisisilléssd 6. Puolet
intervalleista syntyy ei-rinnakkaisten siveltasojen vilille, joten ketju kuvaa
kokonaisintervallisisilt6d huonommin kuin #sken. 5-jisenisen sdveltaso- -
kombinaation intervalliketjussa on 4 intervallia, kokonaisintervallisisillds-
sd 10. 6-jasenisen sdveltasokombinaation intervalliketjussa on 5 intervallia,
kokonaisintervallisisillossd 15. 7-jisenisen kombinaation kohdalla vastaavat
intervallimadrit ovat 6 ja 21, 8-jasenisen kohdalla 7 ja 28, 9-jisenisen 8 ja 36,
10-jisenisen 9 ja 45 jne. ’

Toisinsanoen rinnakkaisten intervallien mairin ja intervallien kokonais-
mééran vélinen suhde ei ole vakio. Mitd suuremmaksi kombinaation jisen-
mddrd kasvaa, sitd pienempid osaa koko intervallirakenteesta rinnakkaisten
intervallien ketju edustaa, ja sitd mutkikkaampaa on osoittaa sen keskeiselld
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tavalla médrittdivin kombinaation identiteettii. Kokonaisintervallisisillon
kisite ndyttdisi talloin vastavuoroisesti nousevan esiin, mutta sitid ei kuiten-
kaan nde kdytettivdin harmonioiden prosessoinnin aktiivisena parametrina.
Ainakin osaksi nékisin syyn olevan juuri tonaalisen harmonian perinnéssi.
Kolmisoinnuilla operoitaessa kokonaisintervallisisilté on toisarvoinen ki-
site.

JOUKKOTEORIAN TEHTAVISTA

Osa joukkoteoreettisista teksteistd koostuu teosanalyyseistd, osa itse teo-
riaan liittyvien seikkojen esittelystd, tarkastelusta ja edelleenkehittelysti. J4l-
kimmaisissdkin tapauksissa on analyyttinen aspekti usein tirkeilld sijalla:
tietyn uudentyyppisen operaation tai nikdkulman mielekkyyttd saatetaan
perustella ja testata sen tarjoamien analyyttisten havaintojen avulla jne.
Analyysihakuisuudessa sindnsé ei luonnollisestikaan ole mitidn tavatonta,
silld analyysimetodiksihan joukkoteoria itse asiassa alunperin kehitettiinkin,
tarjoamaan véline ei-tonaalisen musiikin, varsinkin Schonbergin ja Weber-
nin atonaalisen kauden tuotannon tutkimiselle.

Joukkoteorialle voidaan kuitenkin osoittaa my®s aivan toisentyyppinen
kdyttotarkoitus, jonka ainakin omalta osaltani koen vdhintddn yhtd mielen-
kiintoiseksi ja tuloksiltaan ilman muuta vihemmin moniselitteiseksi kuin
kdytdn analyysimetodina. Joukkoteoria voidaan ndhda erdinlaisend siveljir-
jestelmdn ilmididen ja lainalaisuuksien havaintomenetelmini, tapana tut-
kia tarkoin tunnetuissa "laboratorio-olosuhteissa” muualta musiikinteorias-
ta tutuiksi tulleita kisitteitd. Sen avulla voidaan saada konkreettinen ote joi-
hinkin asioihin, jotka ovat perinteisen teorian keinoin tarkasteltuina huk-
kuneet suureen tapauksien paljouteen tai tuntuneet muutoin vaikeasti
miellettdviltd tai rajoiltaan hamdriltd; sen avulla voidaan tarkastella tiettyja
koko sdvelavaruuden aspekteja yhtaikaisesti; se tarjoaa nikdkulman esimer-
kiksi kokonaisintervallisisiltéihin, transponoituvuuteen, symmetrioihin,
kiddnteisyyteen, leikkauksiin, osajoukkosuhteisiin, komplementteihin ja lu--
kuisiin muihin vastaaviin seikkoihin, jotka muodossa tai toisessa, nimelld
tai toisella tulevat vastaan useimmissa teorianmuodostukseen, siveltimi-
seen tai analyysiin liittyvissd tehtdvissa.

Minusta timé yksinkertaisesti riittdd yhdeltd teorialta. Uskon myos saavu-
tetun hyddyn olevan mielekkddssid suhteessa kidytettyyn tydpanokseen. Jouk-
koteoriaan sisdlle pddseminen koetaan usein hieman visaiseksi - paillim-
méisind ovat motivaatio-ongelmat - mutta alkeiden tultua omaksutuiksi ei
jatko ole sen vaikeampaa kuin mikddn muukaan teoria.

JOUKKOTEOREETTISEN TIEDONKERUUN LUONNE

Muusikkojen kanssa kdymieni keskusteluiden yhteydessd olen usein pan-
nut merkille, ettd joukkoteorialta peritiin olemassaolonsa oikeutukseksi
ansioluetteloa. Yhtdilta tiedustellaan teosanalyysejd, joissa on joukkoteorian
keinoin kyetty valaisemaan muiden metodien kannalta vaikeasti lihestytta-
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vid materiaalin tasoja. Toisaalta pyydetddn mainitsemaan sivelteoksia, joi-
den muotoutumiseen joukkoteoria on vaikuttanut. Tdima on tietenkin ai-
van oikein. Uusiin ndkokulmiin tulee suhtautua avoimin mielin mutta
myos terveelld varauksella, kunnes niistd ajan myotd saadaan kootuksi riit-
tdvin moniin erityyppisiin kokemuksiin tukeutuva kokonaiskuva.

Kaikesta huolimatta koen vaateen néyttivisti taiteellis-analyyttisistd tulok-
sista tietylld tavalla hieman asian viereen osuneeksi. Koitan seuraavassa pe-
rustella miksi.

Oletetaan joukkoteoreettisia menetelmid hyédyntdva analyysitilanne, jossa
on tarkasteltavana vaikkapa kahdesta vierekkaisestd soinnusta muodostetut
joukot. Niistd voidaan selvittdd sdvelluokkien maéarit, joukkoluokat, inter-
vallikot, erityyppiset leikkausvektorit, mahdollinen kdinteisyys tai komple-
menttisuus, osajoukko- ja osajoukkoluokkasuhteet, symmetriatyypit, suhde
lukuisiin erilaisiin joukkoteoreettisessa kirjallisuudessa esiteltyihin ldhei-
syyden kriteereihin jne. Kaikki havainnot olisivat ehdottoman eksakteja.

Kun tyo olisi tehty, minkilaista kuvausvoimaa voitaisiin olettaa saavute-
tulla informaatiolla olevan koko analysoitavaan materiaaliin ndhden? Lie-
nee varsin selvdd, ettei juuri minkdinlaista. Jotta padstdisiin mielekkaisiin
tuloksiin, olisi ensinndkin koko tutkimuskohteen sidveltasomateriaali ositet-
tava joukoiksi ja tutkittava kustakin joukosta kaikki mainitut aspektit. T4l-
16in oltaisiin saavutettu mielekis ldhtdtilanne. :

Tamin jilkeen alkaisi varsinainen tyd, joka voisi jilleen pitda sisélladn lu-
kuisia ndkékulmia. Voidaanko kokonaisintervallisisiltdjen avulla osoittaa
jokin prosessi tai tendenssi harmoniassa? Voidaanko leikkauksien avulla
osoittaa sdveltdjin kidyttineen jotain tiettyd sdvelvalinnallista periaatetta?
Onko symmetristen joukkoluokkien R-avaruudellisissa asetteluissa tapahtu-
vien muutosten selvilli sddnndnmukaisuuksilla merkitystd? Viittaavatko
joukkojen intervallikoissa esiintyvit samankaltaisuudet tiettyyn suuntaan?
Mikd on joukkojen vililld selvisti osoitettavan madrdtynlaisen osajoukko-
suhteiston merkitys? Loytyyko tietyn poikkeuksellisen ominaisuuden omaa-
vien heksakordien runsaalle kdytolle luonteva selitys? Miten ndmad kaikki
ndkokulmat suhteutuvat toisiinsa? Mikd on kulloinkin dominoiva aspekti
ja miksi? Jne. '

Téllgin saattaa analyytikko todeta olevansa tilanteessa, jossa tyomddra on
paisunut niin suureksi ettd kynin ja paperin teknologialla varustettuna ha-
nellid ei ole mahdollisuuksia eikd todennikoisesti haluakaan tehtdvén lop-
puunsaattamiseksi. Vastaavia asetelmija tulee epidilemittd eteen muunkin
kuin analyysin yhteydessd. Saveltdja tormidnnee samansuuntaisiin ongel-
miin pyrkiessddn joukkoteoreettisin keinoin kisivaraisesti hahmottamaan
suurimuotoisen teoksen sidveltasorakenteen monia piirteitd, ja yhtélailla
materiaalin kinostuminen koskee teorianmuodostusta.

Lyhyesti sanottuna joukkoteoria ei lopu kesken mutta joukkoteoreetikko
loppuu. Tédssd on nimenomaan se syy miksi nden tdlli hetkelld joukkoteo-
rian pikemminkin sidvelavaruuden "karttana ja kompassina" kuin suurten
materiaalimédrien aktiiviseen prosessointiin suoraan soveltuvana mene-
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telménd. Siihen tulisi malttaa asennoitua jonkinlaisena perustutkimuksena,
jonka pdillimmadisin tarkoituskaan ei ole tarjota patenttiratkaisuja erilaisiin
sdveltaso-organisaatioon liittyviin kysymyksiin tai tehdd muita ndkdkulmia
tarpeettomiksi. Jos sen metodit sitten alkavat muusikkoa arkitydskentelyssd
pikkuhiljaa hyddyttda - niinkuin epdilemaittd alkavat - niin aina parempi.

Monet joukkoteoriaa kohtaan tunnetut epdilykset ja sen osakseen saamat
arvostelut liittyvdt juuri informaation nopeaan kasautumiseen. Useimmi-
ten kritikoijat eivit tosin osaa kohdistaa arvosteluaan tihin osoitteeseen,
vaan he tuomitsevat varmuuden vuoksi koko teorian. Joukkoteoreettinen
kirjallisuus puolestaan on ndistd kysymyksistd hiljaa.

Kun muusikot kritikoivat joukkoteoriaa, he ovat siis usein oikeassa, mutta
vadrastd syystd. Kyseessi on erddnlainen "ei pida peilid syyttdd jos naama on
vino" -asetelma. Se ettd joukkoteoria tuottaa omalla tavallaan suuria maaria
eksakteja informaationjyvésid on asia numero yksi. Se milld nopeudella tai
tehokkuudella titd informaatiota kyetddn kisivaraisin menetelmin seulo-
maan on tdysin erillinen asia numero kaksi, joka ei joukkoteorian olemusta
sindnsd muuta puoleen eikd toiseen.

JOUKKOTEORIAN ATK-SOVELLUTUKSET

Minulla on ollut muutaman vuoden kdytdssédni keskeisistd joukkoteoreet-
tisista operaatioista suoriutuva tietokoneohjelma. Tietokoneavusteisuus on
muuttanut tydskentelyn luonteen ja asennoitumisen joukkoteoriaan koko-
naan toiseksi. Vihiten miellyttivit tydvaiheet, kuten laskutoimitusten me-
kaaninen suorittaminen, taulukkojen muodostaminen jne. ovat jaineet 14-
hes kokonaan pois, ja kédsivaraisen tyoskentelyn varsin suureksi osoittautu-
nut virhemarginaali on uskoakseni olennaisesti kaventunut. Toimenpitei-
den suoritusnopeuden kasvaessa merkittdvisti on informaatiovirrasta nous-
sut esiin aiemmin huomaamatta jidneitd siinnénmukaisuuksia tai muita
silmiinpistdvid seikkoja, joista puolestaan on rakentunut uusia havaintoja.
Olen vakuuttunut, ettd joukkoteorian opintojen on edullista siirtyd tietoko-
neavusteisiksi niin varhaisessa vaiheessa kuin mahdollista.

Perusoperaatioiden siirtiminen tietokoneen suoritettavaksi on kuitenkin
vasta ensimmdinen askel. Varsinaiset haasteet tullaan kohtaamaan kor-
keammilla tasoilla, hyvin suuria informaatiomaarii ja lukuisia erilaisia ma-
teriaalin ldhestymistapoja sisaltivid asetelmia kasiteltiessd. Tehokkaiden
ATK-sovellutusten kehittiminen on joukkoteorialle ddrimmaéisen tidrkeids,
silld juuri niiden avulla se voi aktivoitua nykyisestd asemastaan hyddyllise-
nd musiikillisena yleissivistyksend kayttokelpoiseksi sdveltasoparametrin
prosessointimenetelméksi.

Tilannetta voidaan tarkastella my6s pdinvastaiselta suunnalta, tietokoneis-
ta kohden joukkoteoriaa. Tdhidnastiselle tietokoneavusteiselle musiikille ja
varsinaiselle tietokonemusiikille on ollut sangen usein ominaista, ettd sen
sdveltaso-organisaatiota ovat sdddelleet muut kuin traditiosidonnaisemman,
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"notaationvaraisen" nykymusiikin satsitekniset keinovarat. Tietokoneen ja
perinteisen satsitekniikan vililtd puuttuu silta, yleispéteva liittymd joka olisi
muidenkin kuin tietotekniikkaan perehtyneiden muusikkojen ulottuvilla ja
joka ei rakenteellisten ominaisuuksiensa vuoksi tyrkyttdisi kdyttijilleen tiet-
tyd yksittdistd ldhestymistapaa tai estetiikkaa. Tdimd puutehan rajaa tillad het-
kelli ATK:n ulkopuolelle esimerkiksi sen laajan siveltdjien joukon, joka
olisi periaatteessa valmis hyodyntdmaian tietokonetta, jos valmisohjelma-
kannan tarjoamat mahdollisuudet olisivat suurin piirteinkdin samansuun-
taiset heidan kiinnostustensa kanssa.

ATK:n ja perinteisen sdvellystekniikan vilisen liittymédn luomista tai aina-
kin ndiden asioiden lihentidmisti toisiinsa tullaan ldhitulevaisuudessa epii-
leméttd tutkimaan lukuisista erityyppisistd lihtokohdista kisin. Jarjestelmail-
lisyytensd vuoksi joukkoteoria saattaa olla hyvinkin varteenotettava osateki-
jd tdssd tyossd. Omasta mielestdni timd on joukkoteorian tdrkein ja kiinnos-
tavin haaste.

TAMAN ESITYKSEN TAVOITTEET

Lisensiaattityoni oli ensimmaisessd suunnitteluvaiheessaan maara keskit-
tyd joukkoteoreettisiin menetelmin suoritettavaan teosanalyysiin. Tausta-
materiaalia keridtessdni kiintyi huomioni kuitenkin useissa ldhteissd kayte-
tyn ja tapauksesta riippuen hieman eri lailla painotetun intervallikon kasit-
teen mahdollisuuksijin toimia erddnlaisena joukkoteoreettisten operaatioi-
den tuki- tai 1dhtOpisteend. LOysin erditid tapoja suorittaa intervallikon avulla
toimenpiteitd, jotka joukkoteorian teksteissid on toteutettu muilla keinoin.
Pidettydni intervallikkoldhtSisid keinoja havainnollisempina ja nopeampi-
na, pddtin tutkia misséd laajuudessa ja kuinka kadyttokelpoisesti intervallikkoa
voitaisiin hyddyntai. '

Analyysi jdi ja tilalle tuli analyyttisen vélineen kehittiminen. Intervallik-
kopohjaisten metodien havainnollistamiseksi otin kidytt6on erilaisia visuaa-
lisia esitystapoja, kuten perinteisen kvinttiympyran joukkoteoreettisen -
muunnoksen, sdvelluokkaympyrin, jota monet muutkin kirjoittajat ovat
kdyttineet, sekd erityyppisia matriiseja.

Kehitellessédni niitd ja niille perustuvia operaatioita huomasin, ettd ha-
vaintovilineeni ovat itsendistyneet ja nousseet lihes yhtd keskeiseen ase-
maan kuin seikka jota niiden oli maard havainnollistaa. Ndinollen nakokul-
ma laajeni hieman. Yhden joukkoteorian operaatioita nopeuttavan ja sel-
kiinnyttdvan késitteen, intervallikon, sijasta esityksessd tarkastellaan jouk-
koa kisitteitd, jotka tukevat ja tdydentdvit toisiaan. Lopullisessakin versiossa
intervallikot muodostavat kuitenkin materiaalin rungon.

Esityksessd on lomittain kaksi eri tasoa. Niistd ensimmaiisen muodostavat
havaintovilineiden ja niiden avulla muodostettujen uusien operaatioiden
esittelyt esimerkkeineen. Jotkut operaatioista hyddyntidvit havaintovilineis-
td vain yhtd, jotkut useampia. Osa toimenpiteistd on aivan uudentyyppisii,
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muutamien ollessa erddnlaisia jatkotoimenpiteitdi menetelmille joita muut
joukkoteoreetikot ovat kéyttdneet tai joihin he viittaavat.

Tdmin materiaalin péille rakentuu toinen taso, jossa tarkastellaan laajem-
pia joukkoteoreettisia ilmiditd ja kokonaisuuksia, kdyttden hyviksi sekd ha-
vaintovilineitid itseddn ettd niiden avulla muodostettujen operaatioiden tu-
loksia.



1. KASITTEISTOA

1.1. TASAVIREISTEN SAVELTASOKOMBINAATIOIDEN MAARA

Tasavireinen asteikko alkaa teoriassa ddrettomin ldheltd 0 Hz:d ja jatkuu
ddrettomén korkealle. Kuuloalue rajaa asteikosta kymmenisen oktaavia ki-
sittdvdn kaistan, soitinten dinialueiden rajatessa puolestaan erddnlaiseksi
musiikin aktiivialueeksi vield hieman kapeamman osan.

Normaalista 88 koskettimella varustetusta pianosta voidaan muodostaa
(288)-1 erilaista sdveltasokombinaatiota, tai mikili tyhji joukko (siveltaso-
kombinaatio) lasketaan mukaan, 288. Luku 288 on toisin ilmaistuna
3094850000000000000000000000000000.

Nopeimmat tietokoneet tekevit tilld hetkelld hieman toista miljardia ko-

nekielikdskyd sekunnissa. Jos timdn nopeuden omaavalla tietokoneella
péitettiisiin listata koneen muistiin kaikki pianon 288 siveltasokombinaa-
tiota, veisi tehtdvdan loppuunsaattaminen useita kymmenid miljardeja vuo-
sia. - - . ;
Toisinsanoen erilaisia tasavireisid siveltasoyhdistelmi4 on niin paljon, et-
td niiden pelkdn lukumdirdn mieltiminen on ihmistajunnan ulottumatto-
missa oleva tehtdvd, minkédanlaisesta yksityiskohtaisemmasta luokittelusta
tai jisentimisestd puhumattakaan.

Téstd seuraa, ettd tasavireisen sdveljirjestelmdn kaikkien mahdollisten
yhdistelmien joukon tai jonkin sen osajoukon ominaisuuksien tarkastelus-
sa tai saattamisessa edes likimain tajuttavalle tasolle - kontrollinalaiseksi eri
musiikillisissa yhteyksissd - on rajauksilla, yleistyksilld, pelkistyksilld, toisi-
aan muistuttavien ominaisuuksien samuuden oletuksilla ja muilla sopi-
muksenvaraisten kriteereiden valossa tapahtuvilla kokonaisuuksien tar-
kasteluilla keskeinen osuus. Jokainen sédveltasoyhdistelmd on viime kides-
sd vain itsensd kaltainen, ja kaikki analyyttiset huomiot eri sdveltasoyhdis-
telmistd muodostuvien verkostojen lainalaisuuksista edellyttivit jonkin-
laisten yhteisten tunnusmerkkien olemassaolon hyviksymistd, olivatpa ne
sitten materiaalista nousevia tai etukiteen lukkoonlydtyjd, abstrakteja tai
konkreettisia.

1.2. YLEISTA KASITTEISTOA

Joukkoteoreettisessa kirjallisuudessa - joka on ldhestulkoon kokonaisuu-
dessaan englanninkielistd - vallitsee terminologinen yksimielisyys valitet-
tavan harvasta asiasta. Samalle asialle saatetaan antaa useita nimi4, ja useil-
la eri asioilla saattaa olla sama nimi. Seuraavassa on tarkoitus maidritelld ly-
hyesti keskeista kasitteistod ja terminologiaa englanninkielisine vastinei-
neen, perustella toisistaan poikkeavien maaritelmien tapauksissa jonkin
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vaihtoehdon valinta sekd esitelld uutta kisitteistod tdmin esityksen tarpei-
siin.

1. 2.1. REKISTERI- JA INTERVALLIAVARUUS

Tasavireisestd sdveljirjestelmdstd voidaan erotella kaksi erilaista tasoa.
Toinen on lineaarisesti alhaalta ylos/ylhdéltd alas etenevid taso. Kulkusuun-
nasta riippuen jokainen sivel on aina korkeampi/matalampi kuin edelliset
ja matalampi/korkeampi kuin seuraavat. Joukkoteoriassa tille sdveljérjes-
telmidn tasolle on annettu nimitys rekisteriavaruus eli R-avaruus (engl.
register space, R-space).

Toinen taso on ainoastaan 12-jdseninen, itseensikiertyva taso. Mielivaltai-
sesta sdveltasosta edettiessd pdddytddn yhd uudelleen sen oktaavikerrannai-
siin, joilla mielletddn olevan keskendin voimakas kuulohavainnollinen
samuus. Kukin siveltaso muodostaa oktaavikerrannaistensa kanssa koko-
naisuuden, jonka identiteetin kannalta rekisterin merkitys on védhdinen tai
olematon: on mahdotonta médéritelld ovatko kaikki c-sdvelet korkeammalla
vai matalammalla kuin kaikki fis-sdvelet jne. Tdmin syklisen siveljirjes-
telmdn tason nimi on joukkoteoriassa intervalliavaruus eli I-avaruus
(interval space, I-space).

Siveljirjestelmdn kaksitasoisuutta kuvaava avaruudellinen objekti on
esimerkiksi pystyyn asetettu vieteri tai kierreportaat.! (Esim 1 a). Vieterin
kukin tdysi kierros on jaettu kahteentoista tasaviliseen osaan. Allekkain
olevat kohdat - sdveltasot - ovat oktaavin pddssd toisistaan, joten kohtisuo-
raan vieterin kylkeen ajateltu suora yhdistda tietyn sdvelen oktaavikerran-
naisiinsa. (Esim. 1 b).

Esim1a Esim1lb

Hyvin epidmuodollisesti voitaisiin ajatella,ettd joukkoteoria on "sdveljir-
jestelmivieterin” tarkastelua ylhaaltd kdsin. Talldin vieterin eri syklit jaa-
vidt nikymittomiin ja tuloksena on 12-yksikkdinen ympyréd kuin kellotau-
lu. Tutkimuksen kohteeksi muodostuvat kellotaulun yksikét, niiden muo-
dostamat kombinaatiot ja ja kombinaatioiden viliset suhteet.
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1. 2. 2. SAVELLUOKKAYMPYRA

Kellotaulu on nimeltdan sdvelluokkaympyri tai lyhyemmin vain ympy-
rd. (Esim.2).

Esim 2

Sdvelluokkaympyrdan varhaisempi muoto on perinteinen kvinttiympyrd,
jota jotkut varhaiset joukkoteoreetikot, kuten Howard Hanson, vield joh-
donmukaisesti kiyttivit.2

1.2.3. SAVEL, SAVELLUOKKA

Kisitteelld sdvel (pitch) on joukkoteoriassa samanlainen merkitys kuin
perinteisessdkin musiikinteoriassa. Kukin sdvel méédrittdd yhden "paikan”
(tasavireisessd) sivelavaruudessa.

Sédvelluokka tai lyhennettynd vain sl (pitch-class, pc) on joukko jonka alki-
oina ovat enharmonisesti identtiset ja/tai yhden tai useamman oktaavin
pidssi toisistaan olevat sivelet.3 Toisistaan yhden tai useamman oktaavin
pdéssid olevien sdveltasojen samuuden oletuksen perustana on ns. oktaavi-
ekvivalenssin aksiooma.4 :

Sédvelluokkia on kaikkiaan kaksitoista. Erddn sdvelluokan muodostavat
keskendin esimerkiksi kaikki c-, his- ja deses-sidvelet, toisen kaikki cis- ja
des-sdvelet, kolmannen kaikki d-, cisis- ja eses-sdvelet jne.

Sdvelluokka tulkitaan rekisteriltidan maéédrittelemittomaksi (registrally
indeterminate).5 Sivelluokkaympyrin kukin numero edustaa yhti sivel- |
luokkaa.

1. 2.4. NUMERONOTAATIO, MODULO-12 -ARITMETIIKKA
Sdvelid ja sdvelluokkia merkitddn joukkoteoriassa useimmiten nuottini-
mien sijasta kokonaisluvuin. Tdtd toimenpidettd sanotaan numeronotaa-

tioksi (integer notation, tarkkaan ottaen siis kokonaislukunotaatio). Tarkoi-
tuksena on saattaa sdveltaso- tai sivelluokkamateriaali muotoon, jossa ma-
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temaattisten operaatioiden soveltaminen siihen on vaivatonta ja jossa en-
harmoniset vastineet saavat yhdenmukaisen asun. Enharmonisten sivel-
ten samuuden oletuksen lisdksi numeronotaation edellytyksinid ovat kro-
maattisuus - numerointi ei tapahdu diatonisesti kuten joissakin perinteisen
teorian operaatioissa - seki tasavireisyys.

Rekisteriavaruudelliset sivelet merkitidn kokonaisluvuilla valitsemalla
jokin sdvel nollaksi ja numeroimalla siitd ldhtien ylospdiset sdvelet positii-
visin ja alaspdiset sdvelet negatiivisin kokonaisluvuin. Nollan valinta nu-
meronotaatiossa on mielivaltainen, mutta useissa esityksissd on muodostu-
nut kdytidnnoksi valita nollaksi 1-viivainen c.

Intervalliavaruuden 12 sidvelluokkaa merkitdin numeroilla 0,1,2... 11.
(Joissakin esityksissd 10=A ja 11=B tai 10=t ja 11=e. Tdssi esityksessd kiyte-
tadn pelkdstddn numeroita 10 ja 11). Kuten rekisteriavaruudessakin, on nol-
lan valinta mielivaltainen. Rivitekniikkaa kdyttivin musiikin kyseessiol-
lessa on usein tapana merkiti rivin perusmuodon ensimmaisti sivelluok-
kaa nollalla. Yhtilailla yleisessd ns. fixed zero- notaatiossa miiritelliin nu-
merointi aina siten, ettd c=0, cis/des=1, d=2, dis/es=3 jne. Tédssa esityksessa
kidytetddn pelkistddn fixed zero-notaatiota. Sivelluokkaympyrissd titen O=c,
1=cis/des, 6= fis/ges, 10=ais/b jne.

Rekisteriavaruudellisten sdvelten saatua numeroarvonsa voidaan ns. mo-
dulo 12 -aritmetiikan keinoin maéiritelli, mihin intervalliavaruudelliseen
sdvelluokkaan ne kuuluvat. Siavelen numeroarvon osuessa nollan ja yh-
dentoista viliin on se suoraan myds sdvelluokan numeroarvo. Sivelen nu-
meroarvon ollessa negatiivinen tai suurempi kuin yksitoista siihen lisdtdin
tai siitd vdhennetddn jokin kahdentoista kerrannainen - 1*12=12, 2*12=24,
3*12=36 jne.- siten, ettdi summa tai erotus on nollan ja yhdentoista vililla.
Toimenpiteen tulos kertoo sdvelen sidvelluokan numeroarvon. Kahden-
toista tai jonkin sen kerrannaisen lisidminen sivelen numeroarvoon/vi-
hentiminen sdvelen numeroarvosta vastaa sivelen transponoimista ylos-
pdin/alaspédin yhdelld tai useammalla oktaavilla. Epimuodollisesti voitai-
siin ilmaista, ettd rekisteriavaruus tulee intervalliavaruuteen siirryttiessa
ikddnkuin supistetuksi "oktaavin sisdin".

My&s kaikissa sdvelluokkien kesken suoritettavsissa laskutoimituksissa
menetellddn siten, ettd negatiiviset tai yhtitoista suuremmat numeroarvot
palautetaan lukujen 0-11 viliin. Vastedes tdssi esityksessi toimitaan auto-
maattisesti tdlld tavoin, veikkei sitd oltaisikaan erikseen merkitty ndky-
viin.6

Téten esim. 7+7=14=14-12=2 ja 3-5=-2=-2+12=10.

1.2.5. PUOLISAVELLUOKKA-ASKELEET, INTERVALLIT,
KOMPLEMENTTI-INTERVALLIT, INTERVALLILUOKAT

Rekisteriavaruuden puolisidvelaskeleen intervalliavaruudellinen vastine
on puolisivelluokka-askel. Sdvelluokkaympyrdn kahden vierekkiisen si-
velluokan vili on yksi puolisdvelluokka-askel. Kaikkiaan sdvelluokkaym-
pyrédn kehd jakaantuu siten kahteentoista puolisdvelluokka-askeleeseen.

11



Kiisitteistdod

Intervalli madritellddn kahden sdvelen tai sdvelluokan vilisend etdisyy-
tend.

Jos sdvel x edeltdd sdveltd y, on niiden vilille syntyva intervalli x:n ja y:n
numeroarvoista riippuen joko ylos- tai alaspdinen suunnattu sdveltasoin-
tervalli (directed pitch interval, ordered pitch interval). Suunnattu interval-
li lasketaan vdhentdmalld y:n numeroarvosta x:n numeroarvo. Muodolli-
semmin ilmaistuna si<x,y> = y-x, jossa "si" on kahden sidvelen vilinen sa-
veltasointervalli ja jossa sulkujen < > viliin sijoitettujen termien jirjestys
on méiéréitty.7 )

Esimerkiksi jos x on sédvel 0 (tdssd tapauksessa nollaksi valitaan 1-viivai-
nen c) ja y on sivel 4 (1-viivainen e) on niiden vilinen suunnattu sivelta-
sointervalli 4-0=4.Jos pédinvastaisessa tilanteessa x=4 ja y=0, on niiden vili-
nen suunnattu siveltasointervalli 0-4=-4.

Mikili sdvelten x ja y keskindisti jarjestystd ei madritelld tai ne ovat yhtai-
kaisia, ei niiden vilinen intervalli ole sen enempaé ylos- kuin alaspdinen-
kadn. Kysymyksessd on suuntaamaton siveltasointervalli (undirected pitch
interval tai unordered pitch interval). Intervalli on télldin y:n ja x:n erotuk-
sen itseisarvo. Toisin ilmaistuna si(x,y) = ly-x!, jossa sulkujen () viliin si-
joitettujen termien jirjestystd ei ole madaritty.8 Lopputulos on aina sama,
maidriteltiinpd vuoroin sdvelparin kumpi tahansa jisen x:ksi tai y:ksi. Edel-
lisen esimerkin tapauksessa siten 14-01=10-41=4.

Intervalliavaruuden itseensikiertyvyyden vuoksi on kahden sidvelluokan
vilisen intervallin eli sdvelluokkaintervallin mdairitteleminen hieman eri-
lainen toimenpide kuin kahden rekisteriavaruudellisen sivelen vilisen in-
tervallin maaritteleminen.

Jos sdvelluokkien x ja y keskindinen jirjestys on madritelty - x edeltda y:ti -
syntyy niiden vélille suunnattu sivelluokkaintervalli (ordered pitch-class
interval, directed pitch-class interval). Koska sdvelluokat ovat rekistereil-
tddn madrittelemattomis, ei syntyvi intervalli ole R-avaruudellisessa mie-
lessd ylos- eikd alaspdinen: jos esim. x on 0 (¢) ja y on 2 (d), on jokin c aina
korkeammalla kuin jokin d, ja jokin d aina korkeammalla kuin jokin c. -
Kehimadisen I-avaruuden sisdlld on kuitenkin aina kaksi suuntavaihtoeh-
toa, y tulee vastaan mentéesséd x:std sekd "ylospdin” - kohden suurempia nu-
meroarvoja, sivelluokkaympyralld myo6tipéivadn - ettd "alaspédin” - kohden
pienempid numeroarvoja, ympyralld vastapdivaan.

Niistd kahdesta luonnollisesti tdysin yhdenvertaisesta vaihtoehdosta on
joukkoteoriassa otettu sopimuksenvaraisesti kdytt66n ensimmdéinen. Suun- -
nattu sdvelluokkaintervalli tulkitaan siis aina ylospaiseksi, kohden suu-
rempia numeroarvoja eteneviksi, ympyrilld mydtapaiviiseksi. Muodolli-
nen esitystapa on sli <x,y>=y-x mod 12, jossa sli on sivelluokkaintervalli.

Niinollen jirjestykseltddn madariteltyjen (ensiksimainittu edeltdd toista)
sdvelluokkaparien vilinen suunnattu sidvelluokkaintervalli esim. sivel-
Iuokkien 0 ja 1 tapauksessa on 1 (1-0=1), sdvelluokkien 1 ja 0 tapauksessa 11
(0-1=-1412=11), sivelluokkien 3 ja 7 tapauksessa 4 (7-3=4) jne.9

Jos kahden sédvelluokan vilistd jarjestystd ei ole midritelty, madrittdvit ne
keskenddn I-avaruuden rakenteesta johtuen kaikissa olosuhteissa kaksi in-
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tervallia. Tdméd seikka havainnollistuu vaivattomasti sdvelluokkaympyran
avulla. Ympyrille mielivaltaisesti sijoitetut kaksi sivelluokkaa x ja y maa-
rittdvat kaksi intervallia, (myotipaivaan) x:std y:hyn mentdessd muodostu-
van intervallin ja (my6tdpdivddn) y:std x:n mentidessd muodostuvan inter-
vallin. Kumpikin "vélimatkavaihtoehto" on luonnollisesti aivan samanar-
voinen.

Olivatpa tdaten syntyneiden intervallien koot puolisivelluokka-askelin
mitattuna mitkd hyvédnsi, on niiden summa aina 12 puolisdvelluokka-as-
kelta eli ne kattavat yhdessd koko ympyran. Kahdeksitoista summautuvia
intervalleja sanotaan komplementti-intervalleiksi tai kddnteisintervalleiksi
(complementary intervals, complementary mod 12 intervals).

Naiiden intervallien summan vakioisuudesta seuraa, ettd komplementti-
intervallipareihin liittyvdd informaatiota kisiteltdessd riittdd pelkidstddn toi-
sella intervallilla operoiminen. Toinenhan on aina automaattisesti johdet-
tavissa: jos kaksi sdvelluokkaa médrittdvit intervallin 5, médirittivat ne
"toista kautta" automaattisesti tilldin myoskin intervallin 7. Jos kaksi sdvel-
luokkaa maédarittdvit intervallin 3, madrittdvit ne automaattisesti mydskin
intervallin 9.jne., yleensi siis intervallin z komplementti-intervalli on 12-z.

Joukkoteoriassa on vakiintunut tapa, ettd kunkin sdvelluokkaparin maa-
rittimistd komplementti-intervalleista valitaan edustajaksi numeroarvol-
taan pienempi. John Rahn nimittdd pienempda jisentd nimelld suuntaama-
ton sdvelluokkaintervalli (unordered pitch-class interval, undirected pitch
class interval).

Muodollinen merkintdtapa: sli(x,y)= pienempi vaihtoehdoista sli <x,y> ja
sli<y,x>.10  Useammin on kuitenkin tapana puhua intervalliluokista
(interval classes). Intervalliluokka on komplementti-intervallipari, joka on
nimetty pienemmin intervallin tai komplementti-intervallien ollessa yhta
suuria ainoan intervallin mukaan.

Jotkut tekstit mainitsevat intervalliluokkien miaraksi kuusi.ll Intervalli-
luokkaan 1 kuuluvat intervallit 1 ja 11, intervalliluokkaan 2 intervallit 2 ja
10, intervalliluokkaan 3 intervallit 3 ja 9, intervalliluokkaan 4 intervallit 4
ja 8, intervalliluokkaan 5 intervallit 5 ja 7 sekd intervalliluokkaan 6 inter-
valli 6 (64+6=12=0). Muutamat muut tekstit liittivit vield seitseminneksi
intervalliluokan 0 (0+0=0).12

Mainittakoon, ettd vaikka I- ja R-avaruuden eroavaisuuksien vuoksi erot-
telu sdvelluokka- ja sdveltasointervallien vililld on méiritelmien yhteydes-
séd tarpeen, kdytetddn normaalisti vain termid intervalli. Se kumpaa vaihto-
ehtoa kulloinkin tarkoitetaan, kdy aina ilmi yhteydesta.

1. 2.6. JOUKKO
Sdvelluokkajoukko tai lyhyemmin joukko (pitch-class set, pc set, pitch-
class collection, pc collection) madadritellddn sdvelluokista koostuvaksi koko-

naisuudeksi, jossa jasenten keskindistd jirjestystd ei ole madratty ja jossa ku-
kin jasen voi esiintyd vain kerran.
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"[sets =] unordered collections of pc (disregarding distinctions of "which
came first")".13 "A pitch-class set, then, is a set of distinct integers (i.e., no
duplicates) representing pitch classes. Strictly speaking,one should use the
term set of pitch-class representatives, but that is unwieldy".14

Joukon jisenet eli alkiot muodostavat sen sdvelluokkasisillén. Jos sdvel-
luokka x kuuluu joukkoon A, merkitdin x € A. Jos sdvelluokka x ei kuulu
joukkoon A, merkitddn x ¢ A.

Joukkojen merkintdtavoissa on pienid eroavaisuuksia. Tadssd esityksessd
joukon jdsenet sijoitetaan kaarisulkeiden sisddn ja erotetaan toisistaan pil-
kuilla. Joukon symboli on iso kirjain ja alkion symboli on pieni kirjain.

Esimerkeissd 3,4 ja 5 on yksinkertainen ndyte erilaisten rekisteriavaruu-
dellisten sidveltasokombinaatioiden kuulumisesta samaan joukkoon. Esi-
merkissd 3 on viisi satunnaisesti valittua tapausta, joissa kussakin jokin sa-
vel ¢ ja jokin sdvel d muodostavat kaksijasenisen sdveltasokombinaation.
Esimerkissd 4 a-e on toiset viisi kombinaatiota kuvattuna "sdvelavaruus-
vieterilld". ‘

Esimerkissd 5 on kaikkia niitd tapauksia kuvaava joukko sdvelluokkaym-
pyrélle sijoitettuna.

Esim.3 a

b c e
N 2
A .
:? L4 &
# &
s k-2
Esim4 a b C d e
.’—(.D‘ < O X O Xxe_ O Xx >
< DO LRI D X O X X
2 O X DO X DX > .
Al il il ol <ol
> '0‘ T DX DX D
WG 2)
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Intervalliavaruuden kaikki 12 sdvelluokkaa sisdltdvdstd joukosta
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11) kidytetdidn mm. nimityksid universaalijoukko, U,
krooma ja aggregaatti (total chromatic, universal set, aggregate, mod 12
universe).

Tyhji joukko (null set, empty set) on joukko, jossa ei ole yhtddn jdsenti.
Tyhjén joukon symboli on .

Joukon kardinaalisuus (cardinality) eli koko ilmaisee joukon jisenten lu-
kumairan. Kardinaalisuuden symboli on ylennysmerkki, #. Jos joukossa A
on enemmin sdvelluokkia kuin joukossa B, kirjoitetaan #A > #B tai
#B < #A.

1. 2.7. SAVELTASOKOMBINAATION JA SITA MUODOSTETUN JOUKON
SUHDE

Muodostettaessa rekisteriavaruudellisesta sdveltasokombinaatiosta jouk-
koa nidyttdd se toimenpiteen myotd ikddnkuin sijoittuvan yhden (itseensa-
kiertyvdn) oktaavin sisddn. Eri oktaavialoissa tietyssd keskindisessd jirjes-
tyksessd sijainneet sdveltasot asettuvat sdvelluokkaympyrilld vierekkiin,
jolloin R-avaruuden kisitteet "korkeammalla” tai "matalammalla” eivit
pdde. On selvdd, ettd jotain sdveltasokombinaation ominaislaadusta tilloin
menetetddn. Mutta erds tdrked aspekti sdilyy, nimittdin alkuperdisen sidvel-
tasokombinaation jisenten vilisten intervallien harmoniset karaktdirit.
Téamdhdn on jo perinteisestd musiikinteoriasta tuttu ilmio: terdvd disso-
nanssi sdilyy terdvina, esitetdin se sitten pienend sekuntina, timin komple-
mentti-intervallina suurena septimini tai jonakin ndiden oktaavikerran-
naisista. Mieto dissonanssi sailyttdd harmonisen karaktiarinsd, esitettiinpi
se sitten suurena sekuntina, timdn komplementti-intervallina pieneni sep-
timind tai jonakin ndiden oktaavikerrannaisista. Sama péatee myds sointusi-
vyisiin konsonansseihin, avosdvyisiin konsonansseihin ja tritonuksiin.

Intervalliluokkien jisenintervallit edustavat siis aina samaa harmonista
karaktddria. Intervalliluokan 1 jdsenintervallit 1 ja 11 ovat terdvid disso-
nansseja. Intervalliluokan 2 jdsenintervallit 2 ja 10-ovat mietoja dissonans-
seja. Intervalliluokan 3 jdsenintervallit 3 ja 9 muodostavat yhdessd yhden
kahdesta sointusidvyisestd harmonisesta karaktidrista - perinteisen teorian
termein pieni terssi/suuri seksti oktaavikerrannaisineen. Intervalliluokan 4
jdsenintervallit 4 ja 8 muodostavat puolestaan toisen sointusdvyisistd har-
monisista karaktddreista - suuri terssi/pieni seksti oktaavikerrannaisineen.
Intervalliluokan 5 jidsenintervallit 5 ja 7 ovat avosdvyisid konsonansseja.
Intervalliluokan 6 jisenintervalli 6 kdsittdd R-avaruudelliset tritonukset
oktaavikerrannaisineen.

Jokaisella R-avaruudellisella sdveltasokombinaatiolla ja jokaisella I-ava-
ruudellisella joukolla on sekd kokonaisintervallisisiltd, joka koostuu jou-
kon/sdveltasokombinaation jokaisen jisenen vilimatkasta jokaiseen toi-
seen jiseneen, ettd kokonaisintervalliluokkasisiltd, joka puolestaan ilmai-
see, miten kokonaisintervallisisillon intervallit ryhmittyvit edelleen inter-
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valliluokiksi. Kokonaisintervalliluokkasisidltéd kuvataan ns. intervallivek-
torin avulla.

Jokaisesta sdveltasokombinaatiosta voidaan johtaa yksi joukko, jolla puo-
lestaan on yksi intervallivektori. Yhdestd joukosta sensijaan voidaan johtaa
lukuisia R-avaruudellisia sdveltasokombinaatioita (joukon R-avaruudelli-
sia versioita t. ilmentymid), joita yhdistdd sama kokonaisintervalliluokkasi-
salto.

Yksi intervallivektori voi olla monille joukoille yhteinen - tietty joukko,
sen kddnnos ja ndiden transpositiot. Sama kokonaisintervallisisidlté voi yh-
distdd lukuisia R-avaruudellisia kombinaatioita, joiden sdveltasosisill6t ei-
vit ole samat - tietty sidveltasokombinaatio, sen kdinnds ja ndiden transpo-
sitiot. (Naihin kysymyksiin palataan tarkemmin luvussa Leikkausvektorit ).

Ns. Z-suhteisissa tapauksissa voi joukoilla olla identtiset intervallivekto-
rit, vaikka niiden rakenteet ovat erilaiset. Sama vektori muotoutuu erilai-
sista lahtokohdista.15

R-avaruudessa on kokonaisintervallisisdltdjen ottaminen sdveltasokom-
binaatioiden tutkimisen ndkokulmaksi sitd vaivalloisempaa, mitd useam-
pijdsenisia kombinaatioita on kisilld. Vaihtoehtoja on valtavasti, ja jo pel-
kdstadn kahden samankokoisen kombinaation kokonaisintervallisisdltojen
toteaminen identtiseksi tai epdidenttiseksi on aikaaviepd operaatio, muista
mahdollisista kokonaisintervallisisdltdji koskevista ndkokulmista puhu-
mattakaan.

Mahdollisuus aktivoida R-avaruudellisen kokonaisintervallisisdllon ka-
site I-avaruudellisten intervallivektorien avulla tdhdnastista vaivattomam-
maksi ja kdyttokelpoisemmaksi harmonioiden prosessoinnin osatekijiksi
on mielestédni kiinnostava haaste joukkoteorialle. Tadssd esityksessd ei tdhdn
kysymyksenasetteluun voida kuitenkaan puuttua lainkaan, silld intervalli-
vektoreista tutkitaan vain niiden muodostustapoja.

1. 2.8. OSAJOUKKO, YHDISTE, LEIKKAUS, EROTUS, KOMPLEMENTTI

Joukko A on joukon B osajoukko (subset), jos ]okamen Am alkio kuuluu
B:hen. Merkitiin A < B (tai B D A).

Esimerkki 6 a: A = {0,1,3}, B = {0,1,2,3,4]. Jokainen A:n alkio on B:n alkio,
joten A © B.

Joukkojen A ja B yhdiste eli unioni (union) on niiden alkioiden joukko,
jotka kuuluvat joukkoon A tai joukkoon B. Merkitdin A U B.

Esimerkki 6 b: A = {2,4,8,11), B=(0,1,2,6). AU B={0,1,2456, 8,11).

Joukkojen A ja B leikkaus, (intersection) on niiden alkioiden joukko, jot-
ka kuuluvat sekd joukkoon A ettd joukkoon B. Merkitdan A N B.

Esim. 6 c: A =1{0,1,35,7}, B ={1,23,5,6,7). Leikkausjoukko A N B = (1,35,7}.
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Joukkojen A ja B erotus (set difference) on niiden alkioiden joukko, jotka
kuuluvat joukkoon A mutta eivit joukkoon B. Merkitddan A~ B (tai A-B).
Vastaavasti joukkojen B ja A erotus on niiden alkioiden joukko, jotka kuu-
luvat joukkoon B mutta eivit joukkoon A. Merkitddn B~ A (tai B-A).

Esimerkki 6 d: A= {0,1,3,45,7,8}, B= (1,235,6,79}.A~B = {0,4,8}.
B~A=(26,9).

Jos A on B:n osajoukko, muodostaa erotusjoukko B ~ A joukon A komple-
mentin (complement) B:ssd. B~ A voidaan till6in merkitd my6s CgA. Kai-
kissa tapauksissa joissa A € B, niin AU CgA =B,ja AN CgA =@.

Esimerkki 6 e: A = {0,1,3}, B=1{0,1,2,34}. A € B.CgA = {2,4). (Ks. viite 16)
1. 2.9. TRANSPONOIMINEN

Transponointi mééritellddn joukkoteoriassa sivelen tai sdvelluokan sekd
transpositiointervallin numeroarvojen yhteenlaskuna. Jos transponoitava-
na on useammista sdvelistd tai sdvelluokista muodostuva kokonaisuus,
transponoidaan kokonaisuuden kukin jisen erikseen.

Sdvelen transponointi voidaan merkitd muodollisemmin Tm(y)=y+m,
jossa T merkitsee transponointia, m on jokin sdveltasointervalli ja y on jo-
kin sdvel. Vaikka transponointi esitetdin yhteenlaskuna, voidaan R-ava-
ruudessa tietenkin suorittaa transponointeja joiden lopputulos on transpo-
noituminen alaspdin. TAma tapahtuu valitsemalla m:ksi jokin negatiivinen
luku.

Esimerkki 7: T-4(10)=10+(-4) =6.

I-avaruudessa voi transpositiointervalli liikkua vililld 0-11. Alaspdiista
transponointia ei siten periaatteessa ole, vaikka timansuuntaisia (kenties
epahuomiossa tehtyjd) viittauksia teksteisti toisinaan 16ytyykin.17

Muodollisemmin sdvelluokan transponointi voidaan merkitd Tn(x)=x+n

mod 12, jossa n on jokin sdvelluokkaintervalli ja x jokin sivelluokka.18
Esimerkki 8: T7(9)=9+7=16=4.
1. 2.10. KAANTAMINEN

Kddntidminen (inverting) voidaan maiiritelld tai kuvata useilla toisistaan
hieman poikkeavilla tavoilla, mutta perusasetelma on kuitenkin aina sa-
ma: R-avaruudellinen sdvel tai sdvelryhmd tai I-avaruudellinen sdvelluok-
ka tai joukko kddnnetddn jonkin akselin suhteen, jolloin kddnnettivad ob-
jekti ja kddntimisen lopputulos eli kiddnnds tai inversio (inversion) muo-
dostavat keskenain akseliin nihden symmetrisen asetelman.19
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1. 2.10.1. kdintiminen akselin suhteen

Ké&dnnosten tutkiminen aloitetaan tarkastelemalla tyhjid sdvelluokkaym-
pyroitéd, joihin on merkitty sidvelluokkien paikkoja osoittavat kohdat ilman
numeroita. Jos sivelluokkaa nolla osoittavasta paikasta vedetddn viiva ym-
pyrdn ajatellun keskipisteen kautta sdvelluokkaa kuusi osoittavaan paik-
kaan, suhtautuvat syntyneen symmetria-akselin molemmille puolille jaa-
viat ympyrdn puolikkaat toisiinsa peilikuvamaisesti. Samanlaisen tuloksen
antaa jokainen tiettyd sévelluokkaa osoittavalta paikalta ympyrin ajatellun
keskipisteen kautta vastakkaiselle puolelle piirretty akseli.

Akselien péaitekohdat, joita nimitetddn kiintopisteiksi (myShemmin sym-
metrioiden yhteydessd my06s symmetrian kiintopisteiksi ), kulkevat siis si-
velluokkia 0/6, 1/7, 2/8, 3/9, 4/10 ja 5/11 osoittavien paikkojen vilill4.
(Esim 9 a-f).

Esim.9 a Esim.9b Esim. 9 c
Esim.9d . Esim.9e Esim 9 f

Tdmaén lisdksi voidaan vastaavanlaiset akselit piirtdd sivelluokkia osoitta-
vien paikkojen vdileistd ympyrén ajatellun keskipisteen kautta vastakkaisel-
la puolella sijaitsevien sidvelluokkia osoittavien paikkojen vileihin. Tal-
16inkin suhlitautuvat akselit molemmille puolille ji3vit ympyrin osat toi-
siinsa peilikuvamaisesti. Namd akselit sijoittuvat puolisdvelluokka-askel-
ten puolikkaille, joten niiden kiintopisteiden mumeroarvot ovat 1/2-61/2,
11/2-71/2,21/2-81/2,31/2-91/2,41/2-101/2 ja51/2-111/2. (Esim. 10 a- -
f, seur. sivulla).

Puolisdvelluokka-askeleen puolikas vastaa r-avaruudessa neljisosasivel-
askelta, joten sitd voidaan nimittdi nel]asosasdvelluokka askeleeksi. Kaik-
kiaan mahdollisia akseleita on 12.

Esimerkissd 11 on sidvelluokkaympyrille sijoitettu sivelluokka nolla. Jos
mahdollisista akseleista valitaan vaikkapa 1/7 ja etsitiin sdvelluokka, joka
on akselin numeroarvolla 1 varustetun kiintopisteen toisella puolella yhti
kaukana kuin nolla on siitd omalla puolellaan, paddytiin sdvelluokkaan 2.
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Sédvelluokka 0 kddnnettyni akselin 1/7 suhteen tuottaa sivelluokan 2, ja
pdinvastoin. Voidaan sanoa, ettd sdvelluokat 0 ja 2 ovat toistensa kdannok-
set tai kddnteissdvelluokat akselin 1/7 suhteen. (Esim. 11 a-b).

Jos akseliksi valitaan 1/2 - 6 1/2, on sdvelluokasta 0 matkaa akselin nume-
roarvolla 1/2 varustettuun kiintopisteeseen yhtd paljon kuin siitd on sidvel-
luokkaan 1. SiveHuokka 0 akselin 1/2 - 6 1/2 suhteen kddnnettynd tuottaa siis
sdvelluokan 1, ja pdinvastoin. Savelluokat 0 ja 1 ovat toistensa kiinteissi-
velluokat akselin 1/2 - 6 1/2 suhteen. (Esim. 11 ¢-d).

Jos vield akseliksi valitaan 5 1/2 - 11 1/2, on sdvelluokasta 0 matkaa nume-
roarvolla 11 1/2 varustettuun kiintopisteeseen yhtd paljon kuin siitd on si-
veluckkaan 11. Sdvelluokka 0 akselin 5 1/2 - 11 1/2 suhteen kdidnnettyni
tuottaa siis sdvelluokan 11, ja pdinvastoin. Sdvelluokat 0 ja 11 ovat toistensa
kédédnteissavelluokat akselin 5 1/2 - 11 1/2 suhteen. (Esim.11 e-f).

Esim. 10 a 10b 10c
Esim. 10 d 10e 10f
Esim. 11 a d
Esim. 11 e

Pantakoon merkille, ettd kaikissa edellisissad tapauksissa kdidnteisyys voitai-
siin todeta yhtd hyvin akselin kummankin kiintopisteen suhteen. Esimer-
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kin 11 a- ja b-kohdissa sdvelluokat 0 ja 2 sijaitsevat kumpikin yhden sivel-
luokka-askeleen padssid kiintopisteesti jonka numeroarvo on 1 ja viiden
puolisdvelluokka-askeleen padssi kiintopisteestd jonka numeroarvo on 7. O
ja 2 ovat kdidnteisid sekd sivelluokan 1 ettd sdvelluokan 7 suhteen.

Kidnteisyys akselin molempien kiintopisteiden suhteen pitee kaikkiin I-
avaruudellisiin tapauksiin ja kaikenkokoisiin joukkoihin. Jos joukko A on
kddnteinen joukon B kanssa numeroarvon k omaavan kiintopisteen suh-
teen (sijaitsipa k sitten sdvelluokan kohdaila tai kahden sivelluokan vilis-
sd), on A kiidnteinen myds kiintopisteen k+6 suhteen. Akselin toisen kiin-
topisteen numeroarvo on aina vilttimattd juuri k+6, silldi sen maarittdma
kohtahan on ainoa johon k:sta ympyridn ajatellun keskipisteen kautta kul-
keva akseli voi osua.

Merkintédtavaksi sovitaan iso I-kirjain, sen yldindeksiksi akselin jomman-
kumman kiintopisteen numeroarvo - molempia kiintopisteitd ei tarvitse
merkitd niiden etdisyyden ollessa vakio - ja niiden jilkeen joukko joka
kddnnetadn. Esimerkin 11 a-b -kohtien tapaus kirjoitetaan 11{0}={2}, c-d -
kohtien tapaus 172 {0) = (1} ja e-f -kohtien I5 1/2 {0} = (11).

Esimerkissd 11 operoitiin yksittaisilld sdvelluokilla (yksijasenisilld joukoil-
la), mutta yhtd hyvin voidaan operoida myos suuremmilla joukoilla.

Esimerkki 12 :joukko {1,4,8) kddnnetddn akselin 1/2 - 6 1/2 suhteen. (Esim
12 a). Tehtdvdni on ndinollen méiritelld, mikd on joukko I1/2 {1,4,8}.

Joukon jidsenestd 1 on (jompaankumpaan) kiintopisteeseen yhtd pitkd
matka kuin (samasta) kiintopisteestd on sdvelluokkaan 0. Joukon jidsenesti
4 on kiintopisteeseen yhtd pitkd matka kuin kiintopisteestd on sdvelluok-
kaan 9. Joukon jdsenestd 8 on kiintopisteeseen yhtd pitkd matka kuin kiinto-
pisteestd on sdvelluokkaan 5. Joukko {1,4,8) kddnnettynd akselin 1/2-61/2
suhteen tuottaa joukon {0,5,9} eli 1/2 (1, 4,8} = {0,5,9}.

Esim. 12 a Esim. 12b

Esimerkki 13 : seitseménjidseninen joukko {1,2,3,4,6,10,11} kddnnetddn ak- -
selin 2 1/2 - 8 1/2 suhteen.

Jdsen 10 on (jommastakummasta) kiintopisteestd yhtd kaukana kuin (sa-
ma) kiintopiste on sidvelluokasta 7. Jdsen 11 on kiintopisteestd yhtid kaukana
kuin kiintopiste on sdvelluokasta 6. Jisen 1 on kiintopisteestd yhtd kaukana
kuin kiintopiste on sidvelluokasta 4. Jisen 2 on kiintopisteestd yhtd kaukana
kuin kiintopiste on sidvelluokasta 3. Jisen 3 on kiintopisteestd yhtd kaukana
kuin kiintopiste on sidvelluokasta 2. Jasen 4 on kiintopisteestd yhtd kaukana
kuin kiintopiste on sdvelluokasta 1. Jdsen 6 on kiintopisteestd yhtd kaukana
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kuin kiintopiste on sdvelluokasta 11. K&anteisjoukon sidvelluokat ovat
{1,2,3,4,6,7,11}. 121/2 {1,2,3,4,6,10,11} = {1,2,34,6,7,11}. (Esim. 13 a-b).

Esim. 13 a Esim.13 b

Mikili jokin sdvelluokka sijaitsee kiintopisteen kohdalla, se pysyy kddn-
nettdessd itsenddn. Talldinhdn sen etdisyys lahimmastd kiintopisteestd on
nolla puolisdvelluokka-askelta, joten "siirtyessddn" nollan puolisdvelluok-
ka-askeleen pdihidn akselin toiselle puolelle se on oma kddnndksensd. Eli
10{0}=(0}, 12 {2,8)={2,8), I (9,3} = {9,3} jne.

Edelldesitettyjen kisitteiden avulla voidaan madritelld, ettd I-avaruudelli-
sen joukon kddntiminen on operaatio, jossa joukon jdsenind olevat sidvel-
luokat korvataan sdvelluokilla, joiden etdisyydet annetun akselin valinnai-
sesta kiintopisteestd ovat samat kuin kddnnettivin joukon jisenten kiinto-
pisteen toisella puolella 20.

Esitettyjen esimerkkien kuvaamalla tavalla voidaan tutkia jokaisen jou-
kon kdidnnokset jokaisen akselin suhteen. Operaatio on yksinkertainen ja
havainnollinen mutta verraten monivaiheinen, joten se on aikaaviepid yh-
teyksissd joissa sitd on toistettava useita kertoja. Tamédn vuoksi aion erdiden
tarpeellisten késitteiden tultua madritellyiksi esittdd tavan, jolla kadidnteis-
joukot voidaan selvittdd nopeammin ja helpommin. (Ks.kohta 4: Joukko-
jenvilisistd kiddnteissuhteista ).

1. 2.10.2. muita kdintimisen miiritelmia

Joukkoteoriassa varsin yleisesti kdytossd olevan tavan mukaan kdantami-
nen mdédritellidn aina nimenomaisesti kddntdmiseksi akselin 0-6 suh-
teen.21 THldin toimitaan sitenettd sivelluokka korvataan kddnnesdvelluo-
kallaan (inverse) tai joukon kaikki sdvelluokat kddnnesidvelluokillaan.
Kédinnesidvelluokan numeroarvo puolestaan on alkuperdisen sidvelluokan
numeroarvo vdhennettynd kahdestatoista: sdvelluokan x kddnnesdvelluok-
ka on (12-x). (Kddnnesdvelluokkapareja dlkdon sekoitettako valitettavan sa-
mannimisiin kédnteissdvelluokkapareihin: edellisten kriteerind on ettd nii-
den summa on aina 0, jilkimmadisten taas ettd ne sijaitsevat yhtd etddlld jon-
kin akselin kiintopisteistd, ollen sen suhteen kdinteiset). Sdvelluokan 1
kdinnesidvelluokka on 11, sdvelluokan 3 kdidnnesdvelluokka on 9, sdvelluo-
kan 7 kdinnesdvelluokka on 5 jne.

Akselin 0-6 suhteen kdidntimisen vilitdn etu on siini, ettd kdinnesivelil-
14 korvaaminen on helppoa. On esimerkiksi vaivatonta kddntdd joukko
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{1,2,3,4) akselin 0-6 suhteen korvaamalla sivelluokat kiinnesivelillddn ja
saada kédnteisjoukko {11,10,9,8}.

Koska musiikissa kuitenkin esiintyy akselin 0-6 suhteen tehtyjen kdinngs-
ten lisdksi myds muita, tulee niiti "vakiokdinnoksid" useimmiten lisiksi
transponoida halutun kdannoksen saavuttamiseksi. Taten kyseessd on yksi
toimenpide, kédidntiminen, joka suoritetaan yhdistelmioperaation
(compound operation), akselin 0-6 suhteen kddntidmisen ja transponoinnin
avulla. Toimenpiteiden suoritusjirjestys on keskeisen tidrked: kadytdntoni
on, ettd ensin kddnnetddn ja sitten transponoidaan. Toisinpdin suoritettuna
lopputulos on toinen.22

Yleisimmin merkintitavan mukaan joukolle A suoritettava kddntimisen
ja transponoinnin yhdistelmdoperaatio merkitadn TplA, jossa T tarkoittaa
transponointia, n on transpositiointervalli ja I tarkoittaa ki4dntamist4.23

Kun jokin joukko kddnnetdin akselin 0-6 suhteen ja transponoidaan, on
"lopullinen” kéddnnetty ja transponoitu joukko luonnollisesti kidinnetty to-
dellisuudessa jonkin muun intervalliavaruudellisen akselin kuin 0-6 suh-
teen. Todellinen kidinteisakseli selvidd talldin jakamalla transpositiointer-
vallin numerorvo kahdella. Jos yksijiseniselle joukolle {1} suoritetaan yh-
distelméoperaatio T4I{1}={3}, tulee {1} kddnnetyksi akselin 2-8 suhteen, silld
4/2=2. Jos taas joukko kddnnetddn tunnetun akselin suhteen, saadaan oikea
yhdistelmaoperaatiomerkintd vaivattomasti kertomalla jommankumman
kiintopisteen numeroarvo kahdella ja merkitsemilld se transpositiointer-
valliksi. Kun esimerkiksi yksijaseninen joukko {1} kididnnetdin akselin 5 1/2
- 11 1/2 suhteen ja saadaan (10}, saadaan yhdistelmioperaatiomerkinnin
transpositiointervalli kertomalla jommankumman kiintopisteen numero-
arvo kahdella (tulos on aina sama molemmin péin: 2*5 1/2 =11 ja 2*11 1/2 =
23 = 11). Merkinti on T111{1} = (10).

Kirjallisuudessa tapaa toisinaan kritiikkid kdinnoksen yhdistelmioperaa-
tiomiiritelmdd kohtaan.24

Muuan mahdollinen mutta hyvin vihan kiytetty tapa kadnndksen mii- -
rittelemiseksi on esittdd se joukon jasenten numeroarvojen vihentimiseni
jostain vililld 0-11 olevasta numerosta. Esimerkkitapauksessa joukon
{0,1,3,5) jasenet vihennetidn numerosta 4. 4-0=4, 4-1=3, 4-3= 1, 4-5=-1=11.
Kéinteisjoukko on {4,3,1,11}. Timd yhteinen vihennettivi, jonka Milton
Babbitt on nimennyt indeksiksi (index, index number, inversional index),
on aina joukon jonkin jdsenen ja sen kaddnteisjoukossa olevan kiinteisjise-
nen summa. Askeisessi esimerkissi 0+4=4, 1+3 =4,3+1 =4 ja 5+11 =16 = 4.

Jakamalla indeksi kahdella selvidd symmetria-akselin toisen kiintopisteen
numeroarvo. Esimerkin indeksi 4 jaettuna kahdella on 2, joten joukot
{0,1,3,5} ja {11,1,3,4) ovat kidinteiset akselin 2-8 suhteen. Vastavuoroisesti
kahden toisiinsa kadnteisesti suhtautuvan joukon indeksi selvidd kertomal-
la akselin jommankumman kiintopisteen numeroarvo kahdella. Esim.
11/2{10,11) = (2,3}, joten indeksi on 2*1/2=1. (10+3=13=1,1142 =13 = 1).

Mikili kédytetddn kddntdmisen ja transponoimisen yhdistelmioperaation
hyddyntimda merkintitapaa, voidaan indeksi merkitid suoraan transpositio-
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intervalliksi. Askeisistd esimerkeistd ensimmiisessi merkitddn siten
T41{0,1,3,5}=(11,1,3,4) ja jalkimmaiisessd T11{10,11} = {2,3). Kuten huomataan,
kddntamisen maidritteleminen yhdistelmédoperaation avulla ja indeksin
avulla ovat ldhes samanlaisia metodeja. Yhdistelmaoperaatiota kayttdvissa
tavassa vdhennetddn aina kahdestatoista (ennen transponoimista), jalkim-
miisessd tavassa taas vihennettdva ei ole vakio, jonka vuoksi transponoin-
tivaihe ja4 pois.2>

1. 2.11. INTERVALLIKOT
1. 2.11.1. intervallikon maiiritteleminen

Edelld on kisitelty intervalleja, jotka kuvaavat sdvelluokkien vilisid etai-
syyksid, sekd viitattu intervallivektoreihin, jotka kuvaavat joukon interval-
liluokkasiséltod. Niiden oheen - tai pikemminkin niiden viliin - sijoittuu
kolmas tiarked sdavelluokkien vilisten etdisyyksien tarkasteluun soveltuva
viline, intervallikko (successive-interval array, interval array, interval
notation, interval series, interval number series, adjacent-interval series).
Intervallikko on nousevaan jirjestykseen saatetun joukon perikkdisten si-
velluokkien wvilisistd intervalleista koostuva intervalliketju.

Nousevalla jérjestykselld tarkoitetaan tidssi jarjestystd joka vastaa myota-
pdivéistd jérjestystd sdvelluokkaympyralld. Joukot {1,3,5,8}) , {7,10,11,0,3} ja
{9,2,5} ovat nousevassa jirjestyksessd, silld yhden jisenen tultua luetelluksi
seuraava on aina ensimmdiinen mahdollinen vastaantuleva joukon jisen
edettdessd ympyrilld myo6tdpdivaan. Joukko {11,2,5,3,6,8) sensijaan ei ole
nousevassa jarjestyksessi, silld viitosen jilkeen pitdisi kolmosen saavutta-
miseksi joko mennid vastapdivddn tai hypdtd myotidpdivddn kymmenen
puolisdvelluokka-askeleen verran 6:n, 8:n, 11:n ja 2:n yli. Nousevassa jir-
estyksessd joukko on (11,2,3,5,6,8}. Kaikki sivelluokkaympyrille valmiiksi
sijoitetut joukot ovat automaattisesti nousevassa jirjestyksessd, aloitettiinpa
jdsenten luetteleminen mistd sivelluokasta hyvinsa.

Intervallikon ilmaisemat intervallit ovat suunnattuja sédvelluokkainter-
valleja. Savelluokkien a, b ja c vilinen intervalliketju koostuu suunnatuis-
ta intervalleista b-a, c-b ja a-c. Jos a=0, b=1 ja c=3, niin intervallit ovat 1-0=1,
3-1=2 ja 0-3=-3=9. Joukon (0,1,3} perdkkiisten jisenten vilisten intervallien
ketju koostuu intervalleista 1,2 ja 9. Intervallikko merkitddn kahden vili-
viivan viliin, joten esimerkin intervallikko kirjoitetaan -129- (idnnetdidn
yksi, kaksi, yhdeksidn, ei satakaksikymmentiyhdeksidn). Intervallien vililla
kdytetddn pilkkua vain jos se on selvyyden vuoksi tarpeen, kuten joukon
{0,1,2} intervallikossa -1,1,10-.

Edellisestd esimerkistd saattoi huomata, ettd kolmen jisenen vilille syntyi
kolme intervallia, silld itseensdkiertyvdssi I-avaruudessa myds joukon
{0,1,3) dédrijasenet ovat perdkkiisid (rinnakkaisia). Ympyrille sijoitetusta jou-
kosta tima nidkyy helposti. Kaksijisenisen joukon jasenten vilille syntyy
kaksi intervallia, nelijisenisen joukon perdkkiisten jidsenten vilille nelja
jne. Intervallikossa on aina yhtd monta intervallia kuin on jisenid joukossa
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jonka jdsentenvilisid etdisyyksid se kuvaa. Koska intervallikon intervallit
ylettyvit aina koko sdvelluokkaympyrian ympdri, on niiden summa joukon
koosta riippumatta kaikissa olosuhteissa 12.

Esimerkissd 14 a-d on kuvattuna joukkoja sdvelluokkaympyrilld. Sdvel-
luokkien vileissd olevat reunustetut numerot muodostavat yhdessid inter-
vallikon, jolla siis on kaksi mahdollista merkintitapaa, symbolien -- viliin
sijoitettu vaakasuora numerojono sekd sdvelluokkaympyrin sisipuolelle
kirjoitettu "numerokehi". Vastedes tullaan kiyttimain molempia tapoja.26

Esim. 14 a Esim 14 b Esim. 14 ¢ Esim. 14 d

Esimerkki 15 : joukolle {3,6,10} miiritellddn intervallikko. Joukko on nou-
sevassa jirjestyksessd. 3:sta 6:een on 3 puolisdvelluokka-askelta, kuutosesta
10:een 4 ja 10:std takaisin 3:een 5 puolisdvelluokka-askelta. Intervallikko on
-345-. (Esim 15).

Esimerkki 16: joukolle {2,1,4,0,6}) madritelldan intervallikko. Nouseva jir-
jestys nollasta alkaen on {0,1,2,4,6). 0:n ja 1:n vilinen intervalli on 1, I:n ja
2:n vilinen intervalli on niinikddn 1. 2:n ja 4:n vilinen intervalli on 2, 4:n
ja 6:n vilinen intervalli on my6s 2. Etdisyys myotdpdivddn sidvelluokasta 6
ympyrdn ympdri takaisin nollaan tuotaa intervallin 6. Nollasta alkavaan
nousevaan jdrjestykseen asetetun joukon {0,1,2,4,6} intervallikko on -11226-.
(Ks. esim.16).

Esim. 15 Esim. 16
ﬂ 0
1)
-] -]
g @
(&)

1. 2.11.2. intervallikon sykliset permutaatiot

Sévelluokkaympyrdn kehdn jakautumista osoittavasta intervallikosta ei
sen itseensékiertyvyyden vuoksi voi osoittaa sen enempaa alku- kuin péite-
kohtaakaan. Intervallikko voidaan lukea alkaen mistd intervallista (inter-
vallikon jisenestd) tahansa tai kirjoittaa vaakasuoraksi oikaistussa numero-
jonoesityksessd alkaen mistd jisenestd tahansa. Tillin muodostuvat jirjes-
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tykset ovat intervallikon syklisid permutaatioita (cyclic permutations,
cyclical permutations). Niitd on aina paljon kuin intervallikossa on jdsenia.

Syklistd permutaatiota ei tule sekoittaa Himeenniemen permutaatioper-
heen késitteen kanssa, jolla tarkoitetaan eri asiaa.27

Jos intervallikkoa ei merkitd sivelluokkaympyrélle vaan numerojonoksi
symbolien - - viliin, on hyvi pitdd mielessd, ettd useat ensi silméykselld eri
intervallikoilta ndyttdvat lukujonot saattavat osoittautua saman intervalli-
kon syklisiksi permutaatioiksi. Esim. erddn nelijisenisen intervallikon syk-
liset permutaatiot ovat -2145-, -1452-, -4521- ja -5214-.

Joukkojen sykliset permutaatiot muodostuvat samalla tavalla. Esimerkik-
si joukon {a,b,c,d} sykliset permutaatiot ovat {a,b,cd}, {b,c,d,a}, {c,d,a,b} ja
{d,a,b,c}.

1. 2.11.3. kianteisintervallikot

Erddn kolmijdsenisen intervallikon sykliset permutaatiot ovat -345-, -453-
ja -534-.

Erddn toisen kolmijisenisen intervallikon sykliset permutaatiot puoles-
taan ovat -435- , -354- ja -543-. Kyseessd on kaksi eri intervallikkoa, silld yksi-
kddn ensimmdisen intervallikon syklisistd permutaatioista ei ole samanlai-
nen toisen intervallikon yhdenkdidn syklisen permutaation kanssa. Mutta
on helppo huomata, ettd jokaista ensimmaisen intervallikon syklistd per-
mutaatiota vastaa toisen intervallikon syklinen permutaatio oikealta va-
semmalle, takaperin luettuna. Tai yhtd hyvin, savelluokkaympyréesitykses-
sd intervallikot ovat identtisid kun toinen luetaan myoti- ja toinen vasta-
pdivain.

Esimerkissd 17 a on ensiksimainittu intervallikko sijoitettuna sdvelluok-
kaympyrille. (Valitaan jokin permutaatio ja jokin "aloitussidvelluokka" ja
sijoitetaan muut sdvelluokat intervallikon jdsenten osoittamien etdisyyksi-
en mukaisesti). Esimerkissd 17 b on jilkimmainen intervallikko sijoitettuna
sidvelluokkaympyrille. Joukon {0,3,7} R-avaruudelliset ilmentymit ovat c-
mollikolmisointuja, joukon (0,4,7} C-duurikolmisointuja.

Esim. 17 a Esim. 17 b

Intervallikot ovat toistensa kdéinteisintervallikoita. Joukot joiden interval-
likoiden vaélilld vallitsee tidllainen suhde ovat vastaavasti kédédnteisjoukkoja.
Jokainen intervallikko voidaan haluttaessa lukea numerojonoesityksessa
oikealta vasemmalle tai sdvelluokkaympyrilld vastapdivddn kéénteisinter-
vallikon 16ytdmiseksi. Jos kaikki oikealta vasemmalle/vastapdivddan luetut
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sykliset permutaatiot ovat erilaisia kuin vasemmalta oikealle/myd&tapai-
vddn luetut, voidaan tehda tirked havinto koskien kaikkia niitd joukkoja,
joilla on intervallikkonaan jompikumpi tutkituista kaddnteisintervallikois-
ta: ne ovat epdsymmetrisid.

Usein voidaan huomata, ettd jokaista intervallikon oikealta vasemmalle/
vastapdivdidn luettua syklistd permutaatiota kohden on samanlainen va-
semmalta oikealle/myd&tapéivdan luettu: intervallikko on sama etu- ja taka-
perin. Kaikki tdllaisen intervallikon omaavat joukot ovat kdinteissymmet-
risid. Kaikille inversiosymmetrisille joukoille on ominaista, ettd jonkin I-
avaruudellisen akselin tai joidenkin I-avaruudellisten akselien suhteen
kddnnettdessd ne ovat oma kaidnteisjoukkonsa. Symmetrioihin palataan
tuonnempana useissa yhteyksissa.

1. 2.12. NORMAALJJARJESTYS

Intervallikkojen syklisten permutaatioiden keskiniisestd yhdenvertaisuu-
desta huolimatta on useimpien operaatioiden kannalta perusteltua muo-
toilla sopimuksenvarainen kriteeristd, jonka avulla jokaista intervallikkoa
edustamaan voidaan valita yhdenmukaiset jirjestysnormit tayttiva sykli-
nen permutaatio. Jirjestysnormit tdyttdvdn syklisen permutaation nimi on
normaalijdrjestys (normal order, normal form).

Normaalijirjestyksen etsiminen syklisten permutaatioiden joukosta on
pienen harjoittelun jidlkeen yksinkertainen operaatio. Sensijaan normaali-
jirjestyksen kisitteen tarjoaman hyédyn mieltiminen on kenties joukko-
teorian perusteiden vaikein asia. Tdmi johtuu siitd, ettd normaalijirjestys
on tdysin joukkoteorian sisdinen kaisite, jolla ei ole mitddn musiikillista eri-
tyisasemaa. Se hyodyttdd muita joukkoteoreettisia operaatioita, ei mink&in
yksittdisen musiikillisen tilanteen hahmottumista. Joten niin kauan kuin
"muut joukkoteoreettiset operaatiot” ovat opiskelijalta salattua viisautta,
hénen tdytyy kamppailla materian kitkaa vastaan opiskellessaan asiaa jonka
tulevasta hyddystd hinelld ei ole tietoa. Normaalijirjestyksen kasitteen esil-
le ottaminen ennen pidemmaillevietyjen operaatioiden esittelemisti on
kuitenkin vilttimatontd, silld kaikkien syklisten permutaatioiden joukolla
operoiminen ei tuo intervallikoiden tarkasteluun lisdd informaatiota, ai-
noastaan eksyttivin vaihtoehtojen paljouden.

Toisistaan hieman poikkeavia normaalijirjestyskriteeristéja on kirjalli-
suudessa esitelty useita.28

Toiset nidistd tavoista esitetddn yksinomaan joukkojen, toiset taas interval-
likkojen avulla. Kaytdnnossa tdlld erolla ei kuitenkaan ole merkitysta, silld
sekd joukko- ettd intervallikkotavat perustuvat samanlaiseen intervallira-
kenteen hyviksikdytt6on. Joukon normaalijdrjestystd ratkaistaessa selvite-
tddn sen intervallikko ja intervallikolle normaalijirjestys. Tdiman jdlkeen
tarvitsee vain katsoa, mikd joukon syklisistd permutaatioista on sellainen,
ettd sen jisentenvilinen intervalliketju vastaa normaalijdrjestyksistd inter-
vallikkoa. Joukon puolelta siis koukataan intervallikon puolelle ja takaisin.
Intervallikkoa puolestaan voi kisitelld joukosta riippumatta.
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Lahtokohdiltaan eri kriteeristot ovat varsin samansuuntaisia, mutta useis-
sa tapauksissa ne kuitenkin osoittavat intervallikon/joukon normaalijar-
jestykseksi eri syklisen permutaation. Lisdksi Regener ja Himeenniemi
luettelevat intervallikkonsa muiden kidytintdihin verrattuna piinvastai-
sessa jérjestyksessi.

Kullakin normaalijirjestyksen mairitysmetodilla on tavallaan kaksi puol-
ta. Ensimméinen on itse algoritmi, sen yksiselitteisyys ja "muodollinen ele-
ganssi". Toinen on normaalijdrjestyksen kiyttokelpoisuus, se onko valittu
muoto kidytédnndllisin mahdollinen. Ensimmiinen aspekti on yleensi saa-
nut osakseen kaiken huomion, kidytinnollisyysnikdkohtien jiddessi toissi-
jaisiksi. Algoritmien olemus ei kuitenkaan ole mikiin itseisarvo. Jokainen
niistd on mahdollista oppia suhteellisen védhilld vaivalla. Tdrkeintd on lo-
pulta se, kuinka normaalijérjestys toimii.

Tamén vuoksi olen aikeissa kasvattaa normaalijérjestyksen etsimiseen
kdytettdvien kriteeristojen mi4rdd vield yhdelld, esittimilld omani. Sitd tul-
laan vastedes kédyttdméaan tissi esityksessd. Sen algoritmi ei kenties ole yhti
elegantti kuin vaikkapa Regenerin menetelmin, mutta otin sen kdytt56n,
koska koin sen tarjoaman kiinteisintervallikkojen normaalijirjestysten vi-
littdmén yhteyden tyoskentelyd helpottavaksi. Normaalijirjestyksen tultua
maddéritellyksi ovat kaikki intervallikot ja joukot normaalijirjestyksessi, el-
lei erikseen toisin mainita.

Em. normaalijérjestyskriteereilld on se yhteinen piirre, etti padseminen
niiden avulla tietystd normaalijirjestyksestd kiinteisintervallikon normaa-
lijarjestykseen ei ole vélttimitti mutkaton toimenpide. Usein kiinteisin-
tervallikon normaalijirjestys selvidd yhdelld silmiykselld, joskus se taas
vaatii monivaiheisen operaation. Alkuperdisen normaalijirjestyksen ja
kdidnteisintervallikon normaalijirjestyksen muodostaminen toisistaan ei
ole riittdvan yksinkertaista, vaan siihen on kiinnitettivi aktiivista huomio-
ta. TAma ei ole toivottavaa, silli intervallikon kdintiminen on niin usein
toistuva operaatio, ettd kitkan soisi sen yhteydessd pysyvian mahdollisim-
man pienend.

Esimerkkitapauksena maiiritellddn kiinteisintervallikkoparin normaali-
jarjestykset Forten kriteereitd noudattaen. (Forte kiyttdd joukkoja, joten ti-
lanne on siirretty intervallikkotasolle). Lihtékohtana on, etti normaalijér-
jestyksessd suurin intervalli luetellaan (numerojonoesityksessd) viimeise-
nd. Jos suurimpia intervalleja on useita, valitaan syklinen permutaatio, jos-
sa on jokin niistd viimeisend ja mahdollisimman pieni ensimmiiseni. Jos
edelleen kaksi syklistd permutaatiota tiyttdd vaatimukset yhtd hyvin, vali-
taan se jonka toinen intervalli on pienempi jne.

Esimerkki-intervallikossa on suurimpia jisenid kaksi, joten normaalijir-
jestysehdokkaitakin on kaksi, sykliset permutaatiot -1112313- ja -1311123-.
Molempien ensimmiinen jisen on ykkonen, joten normaalijérjestykseksi
valikoituu pienemman toisen intervallinsa ansiosta -1112313-. Olisi kaytin-
nollistd voida kirjoittaa suoraan tistd muodosta kiinteisintervallikon nor-
maalijirjestys, mutta kriteereiden mukaan tilldinkin on kaksi vaihtoehtoa,
joten on suoritettava vertailu. Vaihtoehdot ovat -1321113- ja -2111313-. Edel-
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linen on normaalijirjestys, silldi ensimmdinen intervalli on pienempi. Jos
intervallikon suurimpia intervalleja on useampia, on tutkittavia vaihtoeh-
tojakin enemmain. Esimerkiksi intervallikon -113133- normaalijirjestystd ja
sen kéinteisintervallikon normaalijirjestystd ratkaistaessa on tarkastettava
kuusi syklistd permutaatiota.

Omassa kriteeristossidni tihtisin siihen, ettd kerran ratkaistusta normaali-
jarjestyksestd pddstdin suoraan kiinteisintervallikon normaalijirjestykseen
ilman vélivaiheita. Kriteerit eivit eroa edellimainituista lainkaan niissi ta-
pauksissa, joissa intervallikon suurin numeroarvo on vain yhdelld jésenel-
14 - nditd intervallikoita on 258 kappaletta kaikkiaan 351:std intervallikosta.
Talléin normaalijirjestykseksi valitaan aina syklinen permutaatio, jossa
suurin jdsen luetellaan viimeisend. Kiddnteisintervallikon normaalimuoto
l6ytyy automaattisesti pitdimalld suurin jisen paikoillaan ja kddntamalla
muiden jisenten jirjestys pdinvastaiseksi. Paikallaan pidettiville jisenelle
olen antanut nimeksi intervallikon vakio-osa, alkupuolen muodostaessa
kidnteisosan.

Esimerkki 18: nelijisen intervallikon sykliset permutaatiot ovat -2145-,
-1452-, -4521- ja -5214-. Suurin jisen, 5, esiintyy vain kerran, joten normaali-
jarjestykseksi valikoituu automaattisesti syklinen permutaatio, jossa 5 on
viimeisend jisenend: -2145-. Viitonen jii paikalleen vakio-osaksi ja kadan-
teisosa 214 kddntyy muotoon 412. Intervallikon -2145- kédénteisintervallikon
normaalijirjestys on -4125-.

Esimerkki 19: viisijisenisen intervallikon sykliset permutaatiot ovat
-51132- , -11325- , -13251- , -32511- ja -25113-. Suurin jisen, 5, esiintyy vain
kerran, joten viitoseen paittyvd syklinen permutaatio on normaalijirjestys:
-11325-. Viitonen on vakio-osa ja kddnteisosan kaantyessd muotoon 2311 on
intervallikon -11325- kd#nteisintervallikon normaalijérjestys -23115-.

Niitd 93:a tapausta varten, joissa intervallikon suurin numeroarvo on -
useammalla kuin yhdelld jdsenelld, muotoillaan kolme yksinkertaista kri-
teerid. Niiden vililli on hierarkia. Jos normaalijirjestys selvidad kriteerilld 1)
ei muita tarvitse soveltaa. Jos kriteerid 2) joudutaan soveltamaan ja nor-
maalijarjestys selvidi silla, ei kriteerid 3) tarvitse soveltaa.

1) etsitidn intervallikon numeroarvoltaan suurimpien intervallien ra-
jaama symmetrinen intervallikon osa.

Niissd tapauksissa joissa suurimpien intervallien rajaamia symmetrisia
intervallikon osia on useita

2) etsitddn suurimpien intervallien rajaama symmetrinen intervallikon

osa, jossa suurimman intervallin vieressd oleva symmetrigan kuuluva in-
tervalli on numeroarvoltaan mahdollisimman suuri.
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Jos tdmdn vaatimuksen yhtd hyvin tiyttivii muotoja on useita, valitaan
se, jossa seuraava symmetriaan kuuluva intervalli on mahdollisimman
suuri jne.

Niissd tapauksissa, joissa kriteerin 2) yhtd hyvin tdyttivid intervallikon
symmetrisid osia on useampia, ja ne ovat keskendidn symmetrisissi asetel-
missa jotka myOs kokonaisuutena toteuttavat toisen kriteerin yhtd hyvin
kuin yksittdiset osat

3) valitaan laajin kriteerin 2) toteuttava vaihtoehto

Niilld kriteereilld médritelty intervallikon symmetrinen osa on kaikissa
olosuhteissa yhteinen sekd intervallikolle ettd sen kadinteisintervallikolle.
Osasymmetria "ankkuroidaan" monijiseniseksi vakio-osaksi molempien
toisiinsa kddnteisesti suhtautuvien intervallikoiden loppuun - numerojo-
noesityksessd intervallikkojen oikeaan reunaan - ja kdinteisintervallikon
normaalijirjestyksen selvittdmiseksi tarvitsee vain kirjoittaa kddnteisosa lo-
pusta alkuun.

1)

Esimerkki 20: nelijisenisen intervallikon sykliset permutaatiot ovat -4134-,
-1344- , -3441- ja -4413-. Intervallikon ainoa suurimpien intervallien rajaa-
ma symmetrinen osa on 44. Suurimpien intervallien viliin ei jd& yhtdan ja-
sentd, vaan osasymmetriaan osallistuvat vain neloset itse. (Toinen mah-
dollinen nelosten rajaaman "haarukan" tuottama muoto -4134- ei ole sym-
metrinen, silld se on erilainen kuin sen kdinteinen muoto -4314-). Normaa-
lijirjestykseksi valitaan syklinen permutaatio, jossa neloset ovat rinnakkain
viimeisind, -1344-. 44 muodostaa vakio-osan ja 13 kddnteisosan. Kddnteisin-
tervallikon normaalijirjestys on -3144-.

Esimerkki 21 : viisijisenisen intervallikon sykliset permutaatiot ovat
-24141-, -41412-, -14124-, -41241- ja -12414-.

Intervallikossa on suurimpien intervallien rajaama osasymmetria 414. Se
sijoittuu viimeiseksi syklisessd permutaatiossa -12414-, joka valikoituu nor-
maalijdrjestykseksi. 414 on vakio-osa ja 12 kddnteisosa. Kaédnteisintervalli-
kon normaalijarjestys on -21414-.

Esimerkki 22: seitseménjidsenisen intervallikon sykliset permutaatiot ovat
-1231113-, -2311131-, -3111312-, -1113123-, -1131231-, -1312311- ja -3123111-.
Suurimmat intervallit rajaavat symmetrisen intervallikon osan 3113 vakio-
osaksi. Normaalijdrjestykseksi valikoituu vakio-osan intervallikon lop-
puun sijoittava syklinen permutaatio -1231113-. Kédénteisintervallikon nor-
maalijirjestys selvidd kadntimalld kddnteisosa 12 pdinvastaiseksi: -2131113-.
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93:sta tapauksesta, joissa intervallikon suurin numeroarvo on useammal-
la kuin yhdelld jdsenelld, selvidd kriteerin 1) avulla 27:n intervallikon nor-
maalimuoto.

2)

-14241-, -42411-, -24114-, -41142- ja -11424-.

Intervallikossa on kaksi suurimpien intervallien rajaamaa osasymmet-
riaa, 424 ja 4114. Kriteerin 2) mukaisesti valikoituu vakio-osaksi vaihtoehto
jossa suurimman intervallin vieressd oleva symmetriaan kuuluva inter-
valli on numeroarvoltaan mahdollisimman suuri eli vaihtoehto 424. Kak-
konen on suurempi kuin toisessa vaihtoehdossa nelosen vieressi oleva yk-
kdnen - se ettd kakkonen on nelosten vilissd yksinddn mutta ykkoset kah-
den ei muuta asiaa. Normaalijdrjestykseksi valikoituu syklinen permutaa-
tio, jossa 424 on lopussa eli -11424-. Kun kiinteisosa 11 kddnnetidan se pysyy
itsenddn. Kyseessa on kdinteissymmetrinen intervallikko.

Esimerkki 24: seitseménjdsenisen intervallikon sykliset permutaatiot ovat
-3121311-, -1213113-, -2131131-, -1311312-, -3113121-, -1131213- ja -1312131-.
Suurimmat intervallit rajaavat kaksi symmetristd intervallikon osaa, 3113
ja 31213. Molemmissa tapauksissa suurimman intervallin viereinen inter-
valli on sama, 1. Seuraava intervalli on vaihtoehdossa 3113 ykkonen ja
vaihtoehdossa 31213 kakkonen. Suuremman intervallin vuoksi vakio-
osaksi valikoituu 31213 ja normaalijarjestykseksi syklinen permutaatio, jos-
sa vakio-osa on intervallikon oikeassa laidassa: -1131213-. Koska kédédnteisosa
11 on symmetrinen, on intervallikkokin kdidnteissymmetrinen eli kdinteis-
intervallikko on sama kuin kddntimaton.

Esimerkki 25: kuusijdsenisen intervallikon sykliset permutaatiot ovat
-131331-, -313311-, -133113-, -331131-, -311313- ja -113133-. Intervallikossa on
kolme suurimpien intervallien rajaamaa osasymmetriaa ja siten kolme va-
kio-osaehdokasta: 3113, 313 ja 33. Vakio-osaksi valikoituu vaihtoehto 33, sil-
14 siind on suurimman intervallin viereinen intervalli suurempi kuin
muissa tapauksissa. Se ettd viereinen intervalli on samalla itsekin suurim-
man numeroarvon omaava intervalli ei muuta tilannetta: méairitelmédhan
edellyttdd vain viereisen intervallin kuuluvan symmetriaan, riippumatta
siitd onko kyseessd symmetrian rajaava suurin intervalli vaiko suurimpien
intervallien viliin jidvd pienempi. Normaalijirjestys on kolmosparin lop-
puun sijoittava syklinen permutaatio -113133-. Kéénteisintervallikon nor-

- maalijirjestys on vastaavasti -131133-.

Kriteerin 2) avulla kisiteltdvan tapausjoukon erikoistapauksia ovat inter-
vallikot, joissa suurimpien intervallien rajaamat symmetriset intervallikon
osat ovat identtisid, kuten intervallikoissa -1515- (molemmat vakio-osa-
vaihtoehdot 515), -2424- (vaihtoehdot 424) tai -114114- (vaihtoehdot 4114).
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Till6in on luonnollisesti samantekevdd mikéd vaihtoehdoista valitaan. 93
tapauksesta, joissa intervallikon suurin numeroarvo on useammalla kuin
yhdelld jisenelld, selvidd kriteerin 2) avulla 43:n intervallikon normaalijér-
jestys.

3)

Esimerkki 26: erdilld kahdeksanjdseniselld intervallikolla on vain kaksi
erilaista syklistd permutaatiota, 4 kpl muotoa -12121212- ja 4 kpl muotoa
-21212121-. Intervallikon suurimmat intervallit rajaavat useita keskendin
samanlaisia symmetrisia intervallikonosia 212. Naistd voitaisiin valita mi-
ki tahansa vakio-osaksi. Kuitenkin, jos nditd osia nivelletddn kaksi perdk-
kdin, muotoon 21212, huomataan ettd ne tdyttdvit yhdessdkin kriteerin 2)
yhtd hyvin kuin pelkkd 212: molemmissa tapauksissa suurinta intervallia
seuraava symmetriaan kuuluvi intervalli on 1, jonka jilkeen molemmissa
tapauksissa tulee 2. Muoto 21212 jatkuu kun 212 on jo "katsottu loppuun”.
Ja edelleen, jos 21- ketjua jatketaan muotoon 2121212, voidaan todeta etté ti-
mikin intervallikon symmetrinen osa tayttdd kriteerin 2) yhtd hyvin kuin
vaihtoehdot 212 ja 21212. Kriteerin 3) perusteella valitaan vakio-osaksi laa-
jin kriteerin 2) toteuttava vaihtoehto eli 2121212.

Niin kannatta menetelld luonnollisesti jo pelkidstddn sen vuoksi, etti
mahdollisimman laaja vakio-osa tuottaa mahdollisimman suppean kéén-
teisosan, jolloin kddnteisintervallikon muodostaminen on vaivattominta.
(Téssd tapauksessa, kun normaalijirjestykseksi valikoituu syklinen permu-
taatio -12121212-, j44 k&inteisosaksi vain ensimmadinen ykkonen).

Intervallikon -12121212- tapauksessa ei laajimman vaihtoehdon valinnal-
la vakio-osaksi ollut siind mielessi ratkaisevaa merkitystd, ettd myo6s vaih-
toehdot 212 ja 21212 olisivat tuottaneet samanlaiset normaalijérjestykset.
Nain ei kuitenkaan ole kaikissa tapauksissa.

Esimerkki 27: kahdeksanjidsenisen intervallikon satunnaisesti valittu syk- -
linen permutaatio on -22122111-. Suurimmat intervallit rajaavat useita
symmetrisid intervallikon osia:22, 212, 22122, 21112 ja 2211122. Vaihtoehdot
212 ja 21112 putoavat vakio-osatarkastelusta heti, silld niissd suurimman in-
tervallin viereinen intervalli on pienempi kuin jiljellejidvissd vaihtoeh-
doissa. Muodot 22, 22122 ja 2211122 tdyttdvédt suurimman intervallin vierei-
sen intervallin kriteerin yhtd hyvin, mutta kriteeri 3) pudottaa muodon 22
pois sen lyhyyden vuoksi. Muodot 22122 ja 2211122 selvidvit finaaliin.
Ulommaisen kakkosen vieressd on molemmissa tapauksissa kakkonen ja
edelleen sen vieressd molemmissa tapauksissa ykkénen. Seuraava vastaan-
tuleva intervalli on vaihtoehdossa 22122 kakkonen ja vaihtoehdossa
2211122 ykkénen. 22122 toteuttaa suuremman intervallin vuoksi paremmin
kriteerin 2) ja valikoituu vakio-osaksi. Intervallikon normaalijirjestys on
siis syklinen permutaatio -11122122- ja sen symmetrinen kddnteisosa 111.
Edellisestd esimerkistd poiketen eri vakio-osaehdokkaat tuottaisivat erilaiset
normaalijdrjestykset.
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Yksinkertaisia tdmidn kategorian tapauksia ovat ne intervallikot, joissa
kaikki kriteerin 2) tdyttivit vaihtoehdot koostuvat pelkdstddn suurimmista
intervalleista.

-33123-, -31233-, -12333-, -23331- ja -33312-. Vierekkdiset kolmoset rajaavat
kaksittain kaksi symmetristd vaihtoehtoa 33 ja yhdessd vaihtoehdon 333.
Kaikki tdyttdvit kriteerin 2) yhtd hyvin, joten laajimpana valikoituu vaih-
toehto 333. Normaalijarjestykseksi valikoituu kolmoset loppuun sijoittava
syklinen permutaatio -12333-. Vakio-osan 333 pysyessd paikallaan tuottaa
kéddnteisosa 12 kadnteisintervallikon normaalijarjestykseksi -21333-.

Muutamissa intervallikoissa suurin intervalli on samalla ainoa: -444- (R-
avaruudessa ylinouseva kolmisointu), -3333- (R-avaruudessa vidhennetty
septimisointu) ja -222222- (R-avaruudessa kokosivelasteikko). Koko inter-
vallikko on yhtéd vakio-osaa. Kriteerin 3) avulla selvidd 20:n intervallikon
normaalimuoto.

intervallikot, joissa suurimmat jisenet eivdt rajaa symmetrioita

Kaikkien intervallikoiden joukossa on kolme intervallikkoa, joihin kuu-
luu enemmién kuin yksi numeroarvoltaan suurin jisen, mutta joissa suu-
rimmat jésenet eivit rajaa yhtddn symmetristd intervallikon osaa. Niiden
kuusijisenisten intervallikoiden erdit satunnaisesti valitut sykliset permu-
taatiot ovat -232131-, -312312- ja -213213-. Normaalijidrjestysten ma&rittimi-
nen niijlle intervallikoille ei kuitenkaan tuota vaikeuksia, silld niihin voi-
daan soveltaa edelldesitettyjd periaatteita sopivilta osin.

Kriteerin 1) mukaisesti sijoitetaan suurin intervalli viimeiseksi, eli kulle-
kin intervallikolle muodostuu kahdesta kolmosesta johtuen periaatteessa
kaksi vaihtoehtoa.

Tapauksissa -123123- ja -213213- ovat kummankin intervallikon molem-
mat suurimman viimeisen jisenen maarittimit sykliset permutaatiot kes- -
kenddn identtiset, joten on sama kumpi valitaan. Koska vakio-osaksi ei voi-
da maédrittdd kolmosten rajaamaa aluetta - se ei ole symmetrinen - on luon-
tevaa toimia kuten yhden suurimman jasenen intervallikoissa ja méiritel-
14 vakio-osaksi pelkistddn viimeinen kolmonen. Kiinteisosiksi muodostu-
vat 12312 ja 21321, jotka ovat toistensa peilikuvat. Normaalijirjestykset ovat
-123123- ja -213213- ja intervallikot siis toistensa kdinteisintervallikoita.
Erdit ndiden intervallikoiden avulla méiritetyt joukot ovat ndhtivissi si-
velluokkaympyrilld esimerkin 29 kohdissa a) ja b).

Kolmas intervallikoista, joiden suurimmat jdsenet eivit rajaa symmetri-
oita, mahdollistaa kaksi erilaista suurimman viimeisen jisenen syklista
permutaatiota: -123213- ja -213123. Normaalijirjestykseksi on luontevasti
maédritettdvissd permutaatio -123213-, silli a) vasemmalta oikealle pdin eli
ympyrdlld my6tdpdivddn tarkasteltuna kolmosten rajaaman osan lihinni
suurinta intervallia oleva intervalli, 2, on suurempi kuin toisessa vaihtoeh-
dossa sekd b) siind on pienempi intervalli alussa. (Ensimmdiinen ja toinen
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kriteerihdn tuottavat numerojonoesityksen alkupdihin useimmiten pienii
intervalleja, kuten my6s muiden normaalijirjestysmetodien "suurin vii-
meiseksi ja pienid alkuun” -kriteeri). Vakio-osaksi valitaan pelkkd kolmo-
nen ja kddnteisosaksi 12321, joka on symmetrinen. Erds tdmin intervallikon
madrittima joukko on nihtivissd esimerkin 29 kohdassa c).

Esimerkki 29 a Esimerkki 29 b Esimerkki 29 ¢

1.2.13. A-JA B-MUODOT

Samaan tapaan kuin yksittdisten intervallikoiden syklisistd permutaatiois-
ta voidaan valita yhdenmukaiset jirjestysperiaatteet tdyttivd normaalijir-
jestys, voidaan my0s kddnteisintervallikkoparien jdsenille osoittaa erddnlai-
set lajityypit.

Koska kiddnteisintervallikoista kidytetddn normaalijirjestyksid, tarvitsee
huomiota kiinnittdd vain intervallikoiden kédinteisosiin. Vakio-osathan
ovat kaikissa tapauksissa molemmille muodoille identtiset. Kidinteisinter-
vallikon muodot nimetddn A- ja B-muodoiksi.

A-muodoksi valitaan vaihtoehto, jossa numerojonoesityksessi vasem-
malta oikealle tai ympyrilld mydétipdividn kuljettaessa kidnteisosan ensim-
mdinen intervalli on pienempi.

Jos molempien intervallikoiden kéinteisosien ensimmadinen intervalli on
yhtd suuri, A-muodoksi valitaan vaihtoehto jossa kddnteisosan toinen in-
tervalli on pienempi. Jos molempien intervallikoiden kddnteisosissa my0s
toinen intervalli on yhtd suuri, valitaan A-muodoksi intervallikko jossa -
kddnteisosan kolmas intervalli on pienempi jne. (Jos kddnteisosat ovat sa-
manlaisia loppuun saakka, on kysymyksessi kidanteissymmetrinen interval-
likko eikd A/B-erottelua tarvita).

Esimerkki 30: kddnteisintervallikoiden -129- ja -219- kddnteisosat ovat 12 ja
21. Koska muodossa 12 on ensimmaiinen intervalli pienempi, tulee inter-
vallikosta -129- A-muoto ja intervallikosta -219- B-muoto.

Esimerkki 31: kdanteisintervallikoiden -1344- ja -3144- yhteinen vakio-osa
on 44. Kidinteisosat ovat 13 ja 31. Koska muodossa 13 on ensimmadinen in-
tervalli pienempi, tulee intervallikosta -1344- A-muoto ja intervallikosta
-3144- B-muoto.

Esimerkki 32: kdidnteisintervallikoiden -1121313- ja -1211313- yhteinen va-
kio-osa on 313. Kdanteisosat ovat 1121 ja 1211. Molemmissa kdadnteisosissa
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on ensimmdisend intervallina ykkénen. Muodossa 1121 on toinen interval-
li pienempi kuin muodossa 1211, joten intervallikko -1121313- on A-muo-
to ja intervallikko -1211313- B-muoto.

Esimerkki 33: kdanteisintervallikoiden -111121122- ja -112111122- yhteinen
vakio-osa on 22. Kididnteisosat ovat 1111211 ja 1121111. Molemmissa kain-
teisosissa on ensimmadisend intervallina ykkonen. Myds toinen intervalli
on molemmissa kddnteisosissa ykkonen. Kéaidnteisosassa 1111211 on kolmas
intervalli, ykkonen, pienempi kuin kidinteisosassa 1121111, jossa se on kak-
konen. Intervallikko -111121122- on siten A-muoto ja intervallikko
-112111122- B-muoto.

1. 2.14. NORMAALIJJASEN

Useiden mydhemmin esiteltivien operaatioiden tarpeita silmilldpitien
sovitaan, ettdi joukon normaalijirjestyksen ensimmiinen jdsen on nimel-
tddn normaalijdsen. ’

1. 2.15. JOUKKOLUOKITUS .

Joukkoluokka (set class, SC, collection class, set type, abstract set, chord,
equivalence class, set group, harhaanjohtavasti jopa pitch-class set) on sivel-
luokkajoukoista muodostuva kokonaisuus, jossa kustakin kokonaisuuteen
kuuluvasta joukosta on annetun operaation tai operaatioyhdistelmén avul-
la johdettavissa kaikki kokonaisuuteen kuuluvat joukot. Kukin joukko-
luokka muodostaa suljetun yksikén joukkoavaruudessa. Sen jisenjoukkoja
ovat automaattisesti kaikki joukot jotka voidaan annetun operaation/ope-
raatioyhdistelmén avulla johtaa toisistaan, eikd toisaalta yksikddn muu
joukko voi kuulua siihen.

Joukkoteoreettisessa kirjallisuudessa mééritellyt joukkoluokitustyypit voi-
daan jakaa kolmeen kategoriaan. Kriteereini toimivat tilldin ne operaatiot, -
joita joukkoluokan mdiirittdmiseen kiytetdin.

1. 2.15.1. joukkoluokkatyypit

Suppeimman maééritelmdn mukaan joukkoluokka on sivelluokkajou-
koista muodostuva kokonaisuus, jossa kustakin jisenjoukosta on johdetta-
vissa kaikki jisenjoukot transponoinnin avulla. John Rahnin tillaiselle
joukkoluokalle antama nimitys Tyu-tyyppinen eli transpositionaalinen
joukkoluokka on laajalti kiytetty.29 Robert Morrisin termi on SG(1) eli Set-
group(1).30 ’

Transpositionaalisia joukkoluokkia on 352 kappaletta. Niitd on yksi enem-
mén kuin intervallikkoja, silld tyhjilld joukolla ja siitdi muodostuvalla tyh-
jalld joukkoluokalla ei ole intervallikkoa. Timan méérittelyn pyrkimykse-
nd on taata, ettd joukkoluokka on mahdollisimman tarkkarajainen ja jisen-
joukkojensa ominaisuuksilta yksiselitteinen kokonaisuus. Vastaavasti ji-
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senjoukkojen maird pysyy pienend. Se on korkeintaan sama kuin transposi-
tioiden médrd eli 12. Kaikilla tdllaisen joukkoluokan jisenjoukoilla on sa-
ma intervallikko. Esimerkiksi kaikki duurikolmisoinnut muodostavat
erddn Tn-tyyppisen joukkoluokan. Jisenjoukoille voidaan osoittaa sijainti
joukkoluokassa niiden normaalijisenen numeroarvon mukaan. Téten esi-
merkiksi kaikki joukot, joiden normaalijisenten numeroarvo on 7, ovat
joukkoluokkiensa 7. jasenjoukkoja jne.31 (Ks. kohta 2.16. Primaarimuoto).

Astetta viljemmin miéritelmin mukaan joukkoluokka on sidvelluokka-
joukoista muodostuva kokonaisuus, jossa kustakin jisenjoukosta on joh-
dettavissa kaikki jisenjoukot kddntdmisen ja/tai transponoinnin avulla.
Rahnin nimitys on Ty/Tnl-tyyppinen joukkoluokka.32 Morrisin termi on
SG(2). Tn/Tnl-tyyppinen joukkoluokka muodostuu joukosta, sen kaikista
transpositioista, sen kddnnoksestd akselin 0-6 suhteen ja kdinnéksen kaikis-
ta transpositioista. (Tai toista inversion méérittelyd hyddyntden: sen kiin-
noksistd kaikkien 12:n I-avaruudellisen akselin suhteen). Tn/Tnl-tyyppi-
seen joukkoluokkaan kuuluu titen kaksi toisiinsa kiinteisesti suhtautuvaa
Tn-tyyppistd joukkoluokkaa eli kddnteisjoukkoluokkaa. Mm. duuri- ja mol-
likolmisoinnut muodostavat yhdessd yhden Tn/Tnl-tyyppisen joukkoluo-
kan. Jasenjoukkoja on enemmin kuin Tn-tyyppisessd joukkoluokassa, kor-
keintaan 2*12 eli 24. Joukkoluokkien kokonaismiird on vastaavasti pie-
nempi, 224. Tillaisella joukkoluokalla on kaksi intervallikkoa, jotka ovat
luonnollisesti kaénteisintervallikkopari. Tietty intervallikko on yhteinen
puolelle joukoista.

Tn/Tnl-tyyppinen joukkoluokitus (ja sen myétd kidnteisjoukkoluokkien
kisitteleminen yhtend yksikkond) on yleisin luokitustyyppi. Perusteluna
kéddnteisten joukkoluokkien yhdistimiselle on se, ettd kaddnteisyytti ei tulki-
ta suhteeksi vaan samuudeksi: "Accordingly, two pc sets will be said to be
equivalent if and only if they are reducible to the same prime form by
transposition or by inversion followed by transposition”.33

Kolmannen, viljimmin ja véhiten kiytetyn joukkoluokitustyypin mu-
kaan joukkoluokka on sivelluokkajoukoista muodostuva kokonaisuus,
jossa kustakin jésenjoukosta on johdettavissa kaikki jésenjoukot M1-, M5-,
M7 ja MI11 -operaatioiden tulosten transponoinnin avulla. M1-, M5-, M7- ja
M11l-operaatioissa (M = multiplication = kertominen, kertolaskun suoritta-
minen) on kysymys sdvelluokkien numeroarvojen kertomisesta yhdells,
viidelld, seitsemilld ja yhdelldtoista mod 12. Timén ensialkuun kenties vi-
kindiseltd tuntuvan kdytinnon takana on tietty matemaattinen havainto:
kun kaikkien sidvelluokkien numeroarvot kerrotaan ensin nollalla, sitten
ykkoselld, kakkosella, kolmosella jne. aina yhteentoista saakka, tuottavat
kertojat 1, 5, 7 ja 11 ainoina tulojen joukon, johon kuuluvat kaikki kaksi-
toista numeroarvoa vililld 0-11. Kaikki muut kertojat tuottavat suppeam-
man tulojen joukon. (Esimerkiksi sdvelluokkien numeroarvojen kertomi-
nen 3:lla tuottaa jarjestyksessi tulot 0,3,6,9,0,3,6,9,0,3,6 ja9.)
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M1 on ns.identiteettioperaatio (identity operation), silla se sdilyttdd sdvel-
luokkien numeroarvot ennallaan. M1 {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} = {0,1,2,3,4,5,6,
7,8,9,10,11).

M5 on "kvarttiympyrioperaatio” (circle-of-fourths, circle of fourths
transform). Se jirjestid kromaattisen asteikon sivelluokkaympyrilld myota-
paiviiseksi kvarttiketjuksi, M5 {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} = (0,5,10,3,8,1,6,11,4,9,
2,7}.

M7 on vastaavasti "kvinttiympyrioperaatio” (circle-of-fifths, circle of fifths
transform). Se jirjestdd kromaattisen asteikon sivelluokkaympyrélld mydta-
paiviiseksi kvinttiketjuksi. M7 (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} = (0,7,2,9/4,11,6,1,8,3,
10,5). M5 ja M7 ovat toistensa kiinteisoperaatioita. Jos jonkin joukon
sivelluokat kerrotaan vuoroin viidelld ja seitsemilld, ovat syntyvit joukot
aina toistensa kdannokset akselin 0-6 suhteen.

M11 vastaa kddnndsoperaatiota akselin 0-6 suhteen. Sdvelluokka x tuottaa
yhdellitoista kerrottuna kidnnesivelensi (12-x). (M11 on siis jélleen uusi ta-
pa madritelld kddntiminen: joukon kaikki jisenet kerrotaan yhdell4toista).
M11{0,1,2,3,4,5,6,7,89,10,11) ={0,11,10,9,8, 7,6,5,4,3,2,1). M1 ja M11 ovat kdén-
teisoperaatioita.

Jotkut kirjoittajat tulkitsevat M1-, M5-, M7- ja M11-operaatioiden ominai-
suuden sdilyttdd kaikkien sdvelluokkien joukko 12-yksikkdisend niin tar-
keidksi yhteiseksi piirteeksi, ettd he mairittelevét niiden avulla muodostet-
tujen joukkojen vilille samuuden, aivan kuten Tn/Tnl-tyyppisessd joukko-
luokituksessa madriteltiin samuus kdinnmosmuotojen vilille. Toisinaan
mydskin nidkee esitettdvin epiilyji M-operaatioiden avulla yhdistettdvien
joukkojen rakenteellisesta tai kuulonvaraisesta yhteydestd, vaikka ndkdkul-
man muodollinen eheys tunnustetaankin.

Esimerkki 34: joukon {0,1,3) sdvelluokat kerrotaan yhdelld, viidelld, seitse-
milla ja yhdelldtoista. M1{0,1,3} = {0,1,3}, M5(0,1,3} = {0,5,3) = {0,3,5), M7{0,1,3}
= {0,7,9} ja M11{0,1,3) = (0,11,9) = (0, 9,11}. Operaatiot tuottivat 4 joukkoa jois-
ta jokainen voidaan transponoida intervalleilla 0-11 (nollalla transponoimi-
nen on Ml:n tavoin identiteettioperaatio). Joukkoluokkaan kuuluu siten 4
Thn-tyyppistd joukkoluokkaa, jotka ovat pareittain kiédnteisjoukkoluokkia.
Jasenjoukkoja on 48, ja kullakin on intervallikkonaan jokin seuraavasta
neljasta: -129-, -219-, -237- tai -327-.

Morrisin tillaiselle joukkoluokalle antama nimi on SG(3). Nimityksid ja -
merkintitapoja on muitakin. Naitd joukkoluokkia on ainoastaan 158. Tassa
esityksesséd ei M-operaatioita hysdynnets.34

Allen Forte on yhdistinyt joukkoja myos muun kuin tietyn operaation/
operaatioyhdistelman avulla, kiyttdessddn kriteerind yhteistd intervallivek-
toria.35 Tillgin yhdistyvit Z-suhteiset joukkoluokat, joita ei voi saattaa toi-
sikseen transposition, kddnnoksen tai niiden yhdistelmén avulla. Morris ni-
mittdd titen muodostettuja joukkoluokkia nimelld SG(v). Forte on myo-
hemmiten katunut luokitustaan36 ja pitdytynyt transponoinnin ja kadénti-
misen avulla méiritellyissd joukkoluokissa.37
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1. 2.15.2. joukkoluokan koko

Kukin joukkoluokka koostuu tietystd miarastd jasenjoukkoja, ja kukin ji-
senjoukko puolestaan tietystd mairidstd sdvelluokkia. Jotta nimé kaksi toi-
sistaan riippumatonta joukkoluokan koon komponenttia eividt menisi se-
kaisin, sovitaan kiytettivistd ilmaisuista.

Joukkoluokka, jossa on n kappaletta jasenjoukkoja on n-jisenjoukkoinen
joukkoluokka. Joukkoluokka, jonka kukin joukko koostuu n kappaleesta
sdvelluokkia on n-jdseninen joukkoluokka. Joukon kokoa merkitsevd ylen-
nysmerkki # viittaa myos joukkoluokkiin sovellettuna kunkin jisenjou-
kon sdvelluokkien mé#irain. Esimerkiksi merkintd #T > #S tarkoittaa, etti
joukkoluokan T jdsenjoukot koostuvat useammista sdvelluokista -kuin
joukkoluokan S jidsenjoukot. Vastaavasti epdmuodollinen ilmaus "suu-
rempi joukkoluokka T / pienempi joukkoluokka S" viittaa joukkojen si-
velluokkien eikd jasenjoukkojen maédriin.

Tarkoitettaessa esimerkiksi "epdsymmetrisistd joukoista muodostuvaa
joukkoluokkaa" tai "kddnteissymmetrisistd joukoista muodostuvaa joukko-
luokkaa" jne. sanotaan pitkien ilmaisujen vilttimiseksi yksinkertaisesti
epdsymmetrinen joukkoluokka tai kddnteissymmetrinen joukkoluokka.

1. 2.16. PRIMAARIMUOTO

Joukkoluokan jiasenjoukko, jonka normaalijisenen numeroarvo on nol-
la, on nimeltddn primaarimuoto. Sitd kiytetddn usein jisenjoukkojen edus-
tajana eri operaatioissa.

1. 2.17. TASSA ESITYKSESSA KAYTETTAVA JOUKKOLUOKITUS

Olen valinnut joukkoluokituksen perusyksikéksi transpositionaalisen
joukkoluokan. Talléin on kaikilla jisenjoukoilla identtinen intervallikko,
josta seuraa ettd yhdelld intervallikolla voi kuvata koko joukkoluokkaa. Ja -
edelleen, intervallikon ja normaalijisenen yhdistelmidn avulla voidaan
osoittaa yksittdistd jisenjoukkoa. Merkintdtavaksi sovitaan intervallikko,
kauttaviiva ja normaalijisen.

Esimerkiksi -1128-/3 = {3,4,5,7}. (3 on normaalijisen. 3+1=4, 4+1=5, 5+2=7
ja ympyrédn kehdn sulkee 74+8=15=3). Chrisman on kdyttinyt hieman saman-
tapaista merkintdtapaa, sijoittaen intervallikon eteen suluissa toisinaan si-
velluokan, toisinaan nuottinimen.38

Halusin kuitenkin hyddyntdd my6s Allen Forten joukkoluokille antamia
nimid, niiden tultua joukkoteoreettisessa kirjallisuudessa laajasti kiyttéon-
otetuiksi.3? Esimerkiksi nimessd 4-19 ennen viliviivaa oleva nelonen viit-
taa joukkoluokan jasenjoukkojen kokoon, viliviivan jilkeen oleva 19
joukkoluokan jirjestysnumeroon nelijisenisten joukkoluokkien keskuu-
dessa. Jarjestyskriteerit on johdettu intervallivektoreista. Forte ei ole anta-
nut nimid joukkoluokille, joiden jisenjoukot ovat alle 3- tai yli 9-jisenisii.
Joidenkin kirjoittajien teksteissd on myos niille joukkoluokille annettu
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Forte-luokitusta vastaava nimi, ja olen seurannut tidtd kdytdntoa. Vastaisuu-
dessa tullaan siten viittaamaan joukkoluokkiin 0-1, 1-1, 2-1, 10-1, 11-1, 12-1
jne.40

Koska Forten luokituksessa kiinteisjoukkoluokat on sijoitettu yhteisen
nimen alle, tarvitaan lisimdareitd jotta voitaisiin aina tarvittaessa yksiselit-
teisesti osoittaa niistd jompaakumpaa. Tarvittavat kriteerit on edella jo esi-
tetty A- ja B-tyyppisten intervallikoiden yhteydessa. Joukkoluokka jonka yh-
teinen intervallikko edustaa A-tyyppid on A-tyyppinen joukkoluokka, ja
joukkoluokka jonka yhteinen intervallikko edustaa B-tyyppid on B-tyyppi-
nen joukkoluokka. Jos jokin tehtdvinasettelu sallii kdidnteisjoukkoluok-
kien kisittelyn yhdessd, voidaan puhua A/B-tyyppisestd joukkoluokasta tai
lyhyemmin vain A/B-joukkoluokasta.

Kiyttdonottamani luokitus muistuttaa paljon Rahnin Tn- ja Tn/Tnl-tyyp-
pistd luokitusta. A- ja B-tyyppiset ovat tahoillaan Tn-tyyppisid, A/B-tyyppi-
nen tahollaan Tn/Tnl-tyyppinen. Erona on oman luokitukseni nimitysten
"absoluuttisuus” ja Rahnin luokituksen nimitysten "relatiivisuus". Jonkin
Tn-tyyppiseen joukkoluokkaan kuuluvan joukon kddnndkset muodostavat
tuon joukon kannalta katsottuna kdinteisjoukkoluokan, "Tpl-luokan". Jos
taas nikokulma vaihdetaan kéinteisjoukkoluokan puolelle, muodostaakin
dskeinen joukko transpositioineen nyt "Tpl-luokan". Nimityksii ei siis ole
ankkuroitu puoleen eikd toiseen, ne viittaavat kdinteisyyteen yleensi. Py-
sytteleminen kainteisjoukkoluokkien relatiivisessd nimedmisessd on toki
tietoinen pditds, silld sekd Rahnilla ettd Fortella tarjoaisi kédédnteisjoukko-
luokkien yhteisen primaarimuodon maarittimiseksi annettu kriteeristé va-
lineen joukkoluokkien absoluuttiselle nimedmiselle.41 T#td valmiutta ei
yhteisen primaarin kdyton lisdksi kuitenkaan muissa yhteyksissid kdyteta.

Asetelma on hiukan samantapainen kuin jos tiedettiisiin kolikon puol-
ten nimiksi kruuna ja klaava, mutta sanottaisiin silti "timi puoli” ja "se
puoli joka on tdmin puolen toisella puolella”. Nikisin timidn lukkoonlyd-
dyistd joukkoluokkien ja yksittdisten joukkojen nimityksistd pidattiytymi-
sen - esim. Rahn ja Forte eivit puhu tietystd joukosta joukkoluokkansa kol- -
mantena, viidenteni tms. jisenjoukkona - johtuvan halusta taata analyysi-
tilanteessa mahdollisimman neutraali ldht6asetelma. Téll6in voidaan etu-
kiteen mairittyjen joukkoluokka- ja jisenjoukkonimitysten hiiritseméattd
valita jokin keskeiseksi tulkittu joukko nollatranspositioksi t. perusjoukok-
si42 ja kuvata transposition ja/tai kddnndksen avulla muut Tn/Tpl-luokan
jdsenjoukot sen johdannaisina tai suhteessa siihen.

Toisaalta, oman kokemukseni mukaan absoluuttisen nimen antamisesta
jokaiselle joukkoluokalle on huomattavaa hy6tyd. Ensinndkin voidaan il-
man tulkinnanvaraisuuksia osoittaa yhtd tiettyad transpositionaalista jouk-
koluokkaa: 4-19 B. Tdmén seurauksena voidaan antaa "sukunimi" myds jo-
kaiselle yksittiiselle jisenjoukolle: {11,2,3,7} = -3144-/11 = 4-19 B/11. (Joukko-
luokan nimen jilkeen kirjoitettavan kauttaviivan oikealla puolella oleva
numero on jilleen jisenjoukon normaalijisenen numeroarvo).

Tarkoitukseni ei ole ottaa kantaa sen enempidd absoluuttisen kuin relatii-
visenkaan nimeidmiskidytinnon puolesta. Molemmilla on etunsa. Tdmdn
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esityksen tarpeisiin absoluuttinen kidytintd soveltuu paremmin, joten olen
padtynyt siihen. Ylldolevistd joukon merkintitavoista kdytetddn aina sitd,
jonka tarjoama informaatio kulloiseenkin tehtivdnasetteluun parhaiten
luontuu.

Kéinteissymmetrisen joukkoluokan tunnistaa vilittdmasti siitd, ettd For-
te-nimen perissa ei ole A:ta tai B:td. Kddnteissymmetrisestd joukosta muo-
dostuu identtinen joukkoluokka sekd transponoimisen ettd kddntdmisen ja
transponoimisen seurauksena, joten tillainen joukkoluokka on itse oma
kainteisjoukkoluokkansa. Esim. joukkoluokkien nimet 3-9, 4-6 ja 5-Z17
viittaavat kiinteissymmetrisiin joukkoluokkiin.43

Forten normaalijdrjestyskriteereistd poikkeaminen on aiheuttanut sen,
ettd kaksi joukkoluokkaa on saanut uuden primaarimuodon. Joukkoluo-
kan 7-19 alkuperdisen primaarimuodon (0,1,2,3,6,7,9) intervallikosta
-1113123- tulee uusien kriteerien myoté -1231113- ja primaarimuodosta vas-
taavasti (0,1,3,6,7,8,9). (Esim 35 a).

Joukkoluokan 8-26 alkuperdisen primaarimuodon (0,1,2,4,5,7,9,10) inter-
vallikosta -11212212- tulee -12112122- ja primaarimuodosta vastaavasti
(0,1,3,4,5,7,8,10). (Esim 35 b).

Paksummalla kirjasimella painettu sdvelluokka on normaalijisen. Tétd
merkintdtapaa noudatetaan vastedes aina, ellei erikseen toisin mainita.

Esim. 35 a Esim.35b

2.18. JOUKON JASENTEN VALISESTA JARJESTYKSESTA

Kohdan 2.6.(Joukko ) alussa todettiin joukon kuvauksen yhteydessi, ettd
joukon jisenten vilistd jirjestystd ei ole madritty. Jérjestys voi vaihdella va-
paasti joukon identiteetin siitdi muuttumatta: {0,1,2,4,7} = {7,1,4,2,0} =
{2,4,7,1,0) = {4,2,0,1,7) jne.

Tdmi joukko-opin periaate toimii musiikillisiin yhteyksiin siirrettynd si-
rottdmasti tehtdvinasetteluissa, joissa riittdd joukon jasenten luettelemi-
nen. Asetelma voi olla vaikkapa tyyppid "mitd sdvelluokkia on joukossa,
joka muodostuu R-avaruudellisesta siveltasokombinaatiosta Z". On selvid,
ettd vastaus on yhti pitevi, annettiinpa se muodossa {a,b,c}, {c,b,a} tai {b,a,c}
jne.

Jos sensijaan joukkoja tutkitaan ndkokulmasta, jonka intervallikot tai
yleisemmin mielivaltaisessa jirjestyksessd olevien joukkojen perédkkdisten
jisenten vilisistd intervalleista muodostuvat intervalliketjut tarjoavat, saa-
tetaan joutua tilanteisiin joihin mainittu "luettelemisen" probleematto-
muus ei pide. Kysymys on viime kidessi siitd, kuinka keskeiseksi identitee-
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tin maarittdjiksi joukon rinnakkaisten jisenten muodostama intervallira-
kenne hyviksytdan.

Joukkoteoreettisissa teksteissd intervallikon kuvaama joukon intervallira-
kenne saa normaalisti niukasti huomiota: osakseen, ja silloinkin usein tois-
sijaisissa katsannoissa. Niinpad koko teorian tarkastelu intervallikon tarjoa-
mista ndkdkulmista kdsin on ollut vihdistd. Sen ottamisesta mukaan aktii-
viseksi vilineeksi saattaa ymmairrettdvisti seurata tiettyd kitkaa vakiintu-
neiden kisitysten ja miiritelmien kanssa. Siavelluokkajoukon jisenten va-
paa jérjestys on ndhdékseni tillainen kisitys.

Pyrin valottamaan esimerkin avulla tidtid asiaa. Oletetaan joukko
{3,1,7,8,6,0}, joka ei ole nousevassa jirjestyksessi. Aiemmin médritellyn
suunnatun sidvelluokkaintervallin kisitteen avulla voidaan helposti maéiri-
telld joukon perdkkdisten jisenten vilinen suunnattujen intervallien ketju,
aivan kuten tehtiin nousevassa jirjestyksessid olevalle joukolle intervalli-
kon selvittimistd varten. Se on 10-6-1-10-6-3. Intervallien summa on 36 eli
huomattavasti yli 12:n, jonka todettiin aina olevan intervallikon kriteerit
tdyttdvan intervalliketjun jisenten summa. Aiemmin on niinikdin esitetty
12 puolisidvelluokka-askeleesta muodostuvan intervalliavaruuden ominai-
suudeksi itseensdkiertyvyys. Sen sisilld tapahtuvat toimenpiteet pidetidin
mod 12 -aritmetiikan avulla aina numeroiden 0-11 vililla.

Namad seikat yhdessd johtavat esimerkkijoukon intervalliketjuineen mie-
lenkiintoiseen asetelmaan. Yhtdiltd voidaan ajatella, ettd intervalliketju tai-
vutetaan sykliseen I-avaruuteen (sivelluokkaympyrédn kehille). Ketjua riit-
tdd kiertimddn ympyri useaan kertaan, ja siti mukaan kuin ketjun jisenin-
tervallit "sulautuvat" I-avaruuteen, niiden piitepisteind olevat sivelluokat
lomittautuvat ympyrédn kehille nousevaan jirjestykseen. Sdvelluokkaym-
pyrd siis ikddnkuin uudelleenjirjestdd savelluokat tai tuo esiin niiden todel-
lisen jarjestyksen. Jos toisaalta intervalliketjun 10-6-1-10-6-3 katsotaan aset-
tavan sdvelluokat jirjestykseen jossa 1 on korkeammalla kuin 3, 7 on kor-
keammalla kuin 1, 8 on korkeammalla kuin 7 jne., ei ketju mahdu I-ava-
ruuteen ja se on ndinmuodoin tulkittava R-avaruudelliseksi olioksi. Vas- -
taava intervalliketjun jisenten summautuminen yli 12:ksi tai vaihtoehtoi-
sesti sen I-avaruuteen kiertymisestd seuraava sidvelluokkien uudelleenryh-
mittyminen nousevaan jirjestykseen tapahtuu jokaisen muussa kuin nou-
sevassa jirjestyksessd olevan joukon kohdalla.

Kysymyksessd on erdinlainen noidankehi: erddn méiidritelmidn mukaan
joukon jidsenten jirjestys on vapaa, ja toisen méidritelmidn mukaan niiden
viliset etdisyydet voidaan ilmaista peridkkiisten intervallien ketjuna. Kol-
mannen mééritelmdn mukaan yli 11:n menevit luvut - tdssid tapauksessa
intervallien summautumisesta syntyvit - palautetaan O:n ja 11:n véliin. Ti-
mé puolestaan aiheuttaa sen, ettd sdvelluokat tosiasiallisesti ryhmittyvit
ympyran kehidlld aina tietynlaiseen jirjestykseen, riippumatta siiti missi
jirjestyksessd ne ndhdadn hyviksi luetella.

Néhdikseni sdvelluokkajoukon jidsenten vapaassa jirjestyksessd on kysy-
mys vain ndenndisestd vapaasta luettelemisesta, silld todellisuudessa I-ava-
ruuden rakenne sanelee joukoille systeeminsisdisesti "korkeammanastei-
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sen" jirjestyksen, joka on kaikissa olosuhteissa nousevan jirjestyksen mu-
kainen.

Tamai saattaa vaikuttaa saivartelulta, mutta itse asiassa kyseessd on perus-
asetelman uudelleenmaédrittely, silld intervalliavaruudellisten joukkojen
teoria olisi tdlldin yksinomaan tietynlaisten jdrjestettyjen joukkojen
(ordered sets) teoriaa: joukot perivit I-avaruudelta ominaisuuden olla nou-
sevassa jdrjestyksessd. (Epdmuodollisesti sanottuna jirjestetty joukko tayttda
vaatimukset "vain ndama sidvelluokat, vain tdssd jarjestyksessi").

Tuntemissani teksteissd ei I-avaruuden syklisyydesti ja joukkojen inter-
vallirakenteesta aiheutuvia jirjestysseuraamuksia kdsitelld lainkaan. Sita-
vastoin on tapana valita nousevassa jirjestyksessd oleva joukko kaikkien
jarjestysvarianttien edustajaksi. Muodollisesti vapaata jirjestysti edustaa
erds jdrjestys, mutta tosiasiallisesti operaatioissa hyddynnetdan nousevajar-
jestyksisten joukkojen uniikkia ominaisuutta omata ilman tulkinnanvarai-
suuksia suoraan I-avaruuteen sopiva intervallirakenne. Kehoitus joukon
saattamisesta nousevaan jirjestykseen aiheuttaa keskittymisen erddseen jar-
jestettyjen joukkojen joukkoon, mutta jostain syystd titd ei tulla sanoneeksi
ddneen, vaikka silli on merkitystd esim. ns. rotaatiosymmetristen joukko-
jen transponoinnin kannalta.

Esimerkiksi ilmaisultaan erittdin tarkan Daniel Starrin edellimainitussa
artikkelissa tima kysymys sivuutetaan kommenteitta.44 Hin sijoittaa jouk-
koja binddrimuotoon, jolloin jokainen joukko esitetidn 12-jdsenisend nolli-
en ja ykkosten kombinaationa. Sdvelluokkaympyrén tavoin tdmé esitystapa
sanelee joukoille automaattisesti nousevan jirjestyksen. Kirjoittaja toteaa:
"Binary notation thus has an immediate advantage over brace-notation in
that it provides a unique way to notate a set, since it allows no equivalent
permutations of the same symbols". Notaation aiheuttamaa ankkuroitu-
mista tiettyihin jirjestettyihin joukkoihin luonnehditaan "valittdmaksi
eduksi".

John Rahn puolestaan kiyttdd symmetrioiden yhteydessd kanoninen jir-
jestys (canonical ordering) -nimista jarjestyskriteeria, joka ei valttimattd ole
nousevan jirjestyksen mukainen. Tilldin intervalliketjun jisenten summa
saattaa mennd yli 12:n. Intervallikkojen ja ei-nousevajirjestyksisten jouk-
kojen perdkkdisten jisenten muodostamien intervalliketjujen eroavai-
suuksia tai jilkimmdisten suhdetta I-avaruuden syklisyyteen ei kisitelld.45

Edelldesitetyistd syistd johtuva tietoinen rajoittuminen kiyttimian kaik-
kien jarjestettyjen joukkojen osajoukon muodostavaa nousevajirjestyksis-
ten joukkojen joukkoa ja lopulta vield sen erdstd osajoukkoa, normaalijir-
jestyksisten joukkojen joukkoa, saattaisi selkiyttdd monia kysymyksenaset-
teluita. I-avaruudelliset operaatiot kyetddn suorittamaan normaalijarjestyk-
sisten joukkojen avulla, ja jirjestyskysymyksistd aiheutuvat pddnvaivat jdi-
sividt pois. Kaikkien jarjestettyjen sidvelluokkajoukkojen joukkoa voitaisiin
puolestaan luontevasti kdyttdd omana kokonaisuutenaan soveltuvien koh-
teiden, vaikkapa R-avaruudellisten ilmididen tutkimiseen, rakentaen sen
havaintoja suppeamman I-avaruudellisen kokonaisuuden piille.46
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Tarkoitukseni on tdman esityksen osalta vain tyytyd viittaamaan havaitse-
miini vapaan jirjestyksen ongelmiin ja jittid uusien ldhtokohtien méarit-
teleminen tai maarittelemattd jattiminen tuonnemmaksi. Laajempi kasitte-
ly on ajhe erilliseen esitykseen.

1. 3. ERAITA RINNAKKAISKASITTEITA

Seuraavassa on tarkoitus esitelld kisitteitd jotka muistuttavat suuresti
erditd edelld jo tarkasteltuja, mutta tuottavat poikkeavien méiritelmiensi
vuoksi tietyissd tilanteissa hieman erilaisia tuloksia. P4dmaardnd on tarjota
joillekin perinteisille joukkoteoreettisille késitteille rinnakkaiskasitteisto.
Sitd kdytetddn erddnlaisena apuna tai tukipisteend tutkittaessa ilmidits, jot-
ka eivit ole vilttimittd monimutkaisia mutta osoittautuvat usein hanka-
lasti kuvailtaviksi. Ldhinnd ndméd ilmiot liittyvat kiertosymmetrisiin jouk-
koihin, joita tarkastellaan lihemmin Intervalliavaruudelliset symmetriat -
luvussa.

1.3.1. INTERVALLIAVARUUDELLISET RAKENTEET

Intervalliavaruudellinen rakenne tai lyhyemmin pelkkd rakenne on abst-
raktinen olio, joka médrittdd sdvelluokkaympyridn kehdn tavan jakautua
tietynlaiseksi perdkkiisten intervallien yhdistelméksi (tai yhtd hyvin: 12:n
puolisidvelluokka-askeleen tavan yhdistyd tietynlaiseksi peridkkiisten inter-
vallien yhdistelmaksi).

Rakenteiden voidaan ajatella koostuvan jdsenistd, mutta jisenilli ei ole
sen enempéi sidvelluokka- kuin nuottinimidkdin. Ainoastaan jisentenvili-
set etdisyydet ovat lukkoonlyGtyjd. Rakenteen voisi tietysti mieltdd joukon
abstraktiona, mutta koska joukon kisitteeseen liittyy jisentenviliseen jir-
jestykseen, sidvelluokkasisiltoon, transponoituvuuteen yms. liittyvid ehto-
ja, on parempi pitdd rakenne kokonaan joukosta irrallisena kisitteeni.

Kunkin rakenteen méarittdimi perikkiisten intervallien yhdistelmé on -
identtinen jonkin intervallikon kanssa. Tdman vuoksi intervallikolle voi-
daan antaa lisdmaéritelma: se kuvaa yhtid hyvin rakenteen kuin yksittiisen
(tietyt jirjestyskriteerit tiyttdvidn) joukonkin jdsentenvilisid etdisyyksii.

Intervallikon jidsenten summa on aina 12. Tistd seuraa,ettd miki tahansa
kahdeksitoista summautuva positiivisten kokonaislukujen jono voidaan
mieltédd intervallikoksi ja saattaa normaalijirjestykseen. Kaikkien interval- -
likoiden joukko voidaan vastaavasti ajatella kaikkien tillaisten normaali-
jdrjestyksisten jonojen joukkona. Intervallikoiden ja niiden kautta raken-
teiden mieltimisessd on siis kysymys yksinkertaisesta yhteenlaskusta.
1+1+10=12, joten luvuista 1,1 ja 10 muodostuva jono on erdin 3-jisenisen
rakenteen intervallikko -1,1,10-. 1+3+2+1+2+3=12, joten lukujen 1,3,2,1,2 ja
3 muodostama jono on kuusijisenisen rakenteen intervallikko -132123-.
1+3+4+4=12, joten erdidn olemassaolevan nelijisenisen rakenteen interval-
" likko on -1344- jne. Kaikkiaan intervalliavaruudellisia rakenteita on yhti
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monta kuin transpositionaalisia joukkoluokkia eli 352. Niisti ainoastaan
yhdelld, tyhjilli rakenteella, ei ole omaa intervallikkoa.

1.3.2. INSTANSSI, INSTANSSILUOKKA

Tiettyd rakennetta voidaan kuvata sdvelluokkaympyrilld valitsemalla jo-
kin sivelluokkakombinaatio, jonka jasentenviliset etiisyydet vastaavat ra-
kenteen jisentenvilisid etdisyyksid. Operaatio voidaan méidritelld tapahtu-
vaksi siten, ettd rakenteen intervallikko sijoitetaan alkavaksi joltakin sivel-
luokalta, jolloin sen jdsenintervallit- madrittdvdt vuoronperdin kombinaa-
tioon mukaantulevat sidvelluokat. Tallaista rakenneldhtéisesti muodostet-
tua sdvelluokkakombinaatiota nimitetddn seuraavassa instanssiksi. Epa-
muodollisesti ajateltuna instanssi on rakenteen transpositio. Mitdan tiettyd
sdvelluokin ilmaistavaa ldhtokohtaa, josta kidsin transponoimiset suorite-
taan, ei siis vain ole olemassa.

Jos esimerkiksi kuusijisenisen rakenteen intervallikko -132123- pditetdin
sijoittaa alkavaksi sdvelluokalta 3, valikoituvat muodostuvaan instanssiin
sdvelluokat 3, 3+1=4, 4+3=7, 7+2=9, 9+1=10 ja 10+2= 12=0. Nollaan lisitty vii-
meinen intervalli 3 sulkee ympyrin takaisin sdvelluokkaan 3. Instanssin si-
velluokkasisdltd sovitaan kirjoitettavaksi < > -sulkujen viliin:
<34,7,9,10,0>. Instanssin jasenten vilinen jirjestys on mddrdtty, ja sen en-
simmdistd jisentd voidaan joukon ensimmdisen jdsenen tavoin nimittds
normaalijiseneksi.

Instanssiluokka maiiritellddn syntyvéksi siten, ettd rakenteen intervallik-
ko sijoitetaan alkavaksi jokaiselta sdvelluokalta. Kaikki instanssiluokat ovat
12-jdsenisid. Instanssiluokan primaarimuoto on instanssi, jonka normaali-
jisen on nolla. Muut instanssit nimetiin normaalijisenen numeroarvon
mukaan. Jos normaalijisen on 5, on kyseesséd luokan 5. instanssi jne.

1.3.3. INSTANSSIMATRIISIT

Koska kaikilla instanssiluokilla on rakenteidensa poikkeavista ominai-
suuksista huolimatta se yhteinen piirre ettd ne sisdltivit 12 instanssia, voi-
daan kaikkien instanssiluokkien tarkastelemiseksi esittdd yhdenmukainen
visuaalinen havaintoviline. Olen antanut sille nimen instanssimatriisi.

Instanssimatriisi on 144-yksikkdinen nelionmuotoinen ruudukko, jonka
pysty- ja vaakarivit on merkitty numeroilla 0-11 siten ettd pystyrivien nu-
merot kasvavat vasemmalta oikealle ja vaakarivien ylhailtd alas. (Esim 36
a, seur. sivu).

Antamalla vaaka- ja pystyrivien koordinaatit voidaan osoittaa yksittdista
ruutua. Ensimmainen koordinaatti viittaa aina vaakarivin numeroon, toi-
nen pystyrivin. Esimerkiksi ruutu 1/4 sijaitsee vaakarivin 1 ja pystyrivin 4
leikkauskohdassa. (Esim. 36 b, seur. sivu).

Kukin vaakariveistd viittaa yhteen instanssiin ja kukin pystyriveista viit-
taa yhteen sdvelluokkaan. Kullekin vaakariville tulee instanssi, jonka nor-
maalijisenen numeroarvo vastaa rivin numeroarvoa. Jokaisen instanssin
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jokaisella jdsenelld on oma ruutunsa, joka sijaitsee instanssin normaalijése-
nen numeroon viittaavan vaakarivin ja jasenen sdvelluokkaan viittaavan
pystyrivin leikkauskohdassa. Leikkauskohdan symboli on musta nelio.

Tietyn instanssin sidvelluokkasisdlté selvidd tutkimalla sen numeroa vas-
taavalla vaakarivilld sijaitsevien mustien nelididen pystyrivinumerot. Tie-
tyn sdvelluokan kuuluminen luokan eri instansseihin selvidid tutkimalla
sdvelluokan numeroa vastaavalla pystyrivilld sijaitsevien mustien ruutu-
jen vaakarivinumerot.

Primaarimuoto tulee siis aina vaakariville nolla, 1. instanssi vaakariville
1, 2. instanssi vaakariville 2 jne. Primaarimuodon normaalijisen tulee aina
ruutuun 0/0, 1. instanssin normaalijisen tulee aina ruutuun 1/1, 2. instans-
sin normaalijisen tulee aina ruutuun 2/2 jne. Ei-tyhjien rakenteiden omi-
naisuuksista riippumatta on kaikilla niistd johdettujen instanssiluokkien
matriiseilla yhteisend ominaisuutenaan normaalijisenten maééarittimien
mustien nelididen muodostama diagonaali, joka kulkee aina ruudukon va-
semman yldkulman ruudusta 0/0 oikean alakulman ruutuun 11/11. (Esim.
37, seur. sivu). Jokaisen instanssimatriisin jokaisen jisenjoukon normaali-
jdsen l8ytyy aina tiltd diagonaalilta, ruudusta joka on samannumeroisen
vaaka- ja pystyrivin leikkauskohdassa.
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Esimerkissd 38 (seur. sivu) on kolmijdsenisen rakenteen, intervallikoltaan
-129-, midrittdima instanssimatriisi. Primaarimuoto on <0,1,3>, 1. instanssi
<1,24>, 2. instanssi <2,3,5> jne. Primaarimuodon jokaisesta jisenestd lihtee
mustien ruutujen muodostama diagonaali oikealle alas. Ruudusta 0/0 lih-
tevd normaalijisenten mddrittimi diagonaali on ainoa joka mahtuu koko
12 yksikén pituudeltaan yhtendisend ruudukolle. Ruudusta 0/1 lihtevi dia-
gonaali katkeaa ruudussa 10/11 ja jatkuu ruudussa 11/0. Ruudusta 0/3 14h-
tevd diagonaali katkeaa ruudussa 8/11 ja jatkuu ruudussa 9/0.
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Kukin diagonaali viittaa rakenteen tiettyyn yksittdiseen jdseneen, joka
transponoituessaan ilmenee kussakin jisenjoukossa eri sdvelluokkana.
Matriisista voi my6s esimerkiksi ndhd4, ettd sdvelluokka 0 on jisenend ins-
tansseissa 0, 9 ja 11. Sdvelluokka 1 on jdsenend instansseissa 0, 1 ja 10 jne.

Esim. 37 Esim. 38
01 23456789101 01 23456789101
[ ] 0 (M/m_[m 0
|| 1 |mm n 1
[ 2 Hm 2
|| 3 AN N 3
|| 4 Al N 4
|| 3 Bl N 5
|| 6 EN B 6
[ 7 HE W 7
|| 8 HE |Ns
|| 9| HEl |9
B |10 (W H|lj0
miE | W

0123456 78910Il 0123456789111

1.3.4. INSTANSSILUOKAN JA JOUKKOLUOKAN ERO

Epasymmetriset joukkoluokat ja 1-akselisesti symmetrisistd joukoista (jot-
ka muodostavat kddnteissymmetristen joukkojen suurimman osajoukon)
johdettavat joukkoluokat koostuvat kahdestatoista sdvelluokkasisalloltdan
erilaisesta jisenjoukosta. My6skin epdsymmetrisistd ja 1-akselisesti symmet-
risistd rakenteista muodostettavat instanssiluokat koostuvat kahdestatoista
sdvelluokkasisilloltddn erilaisesta instanssista. Ndissd tapauksissa ovat siis
intervallikon E omaava joukkoluokka ja saman intervallikon E omaava -
instanssiluokka identtisid. Samaten jos instanssiluokka sijoitetaan instans-
simatriisille ja joukkoluokka vastaavalle joukkoluokkamatriisille, on tulos
identtinen.

Kun kiertosymmetristd joukkoa transponoidaan kaikilla transpositiointer-
valleilla joukkoluokan muodostamiseksi, havaitaan ettd osa syntyvista jou-
koista on timantyyppisiin symmetrioihin kuuluvien itseensikiertyvyys-
ominaisuuksien vuoksi tiettyjen lainalaisuuksien mukaisesti sivelluokka-
sisdll6iltddn identtisid. Jisentenviliseltd jirjestykseltddn erilaiset mutta si-
velluokkasisdll6ltddn identtiset joukot tulkitaan yhdeksi ja samaksi joukok-
si, joten kiertosymmetrisestid joukosta muodostetussa joukkoluokassa on ai-
na vihemmain kuin 12 jisenjoukkoa.

Kun taas kiertosymmetrisen rakenteen intervallikkoa sijoitetaan alkavak-
si kaikilta sdvelluokilta instanssiluokan muodostamiseksi, on osa syntyvis-
td instansseista niinikddn sidvelluokkasisilloltddn identtisid. Kuitenkin ins-
tanssiluokka on edelleen 12-jaseninen, silld jisentenvilisen jarjestyksen ol-
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lessa maéaratty tulkitaan samansisiltdiset mutta erijdrjestyksiset instanssit
eri olioiksi: <0,3,6,9> # <3, 6,9,0> # <6,9,0,3> jne.

Esimerkissd 39 on 4-akselisesti kiertosymmetrisestd joukosta (0,3,6,9} (vi-
hennetty septimisointu), intervallikoltaan -3333-, muodostettu joukkoluok-
ka joukkoluokkamatriisilla. Sdvelluokkasisélloltddn erilaisia jisenjoukkoja
on vain kolme. '

Esimerkissd 40 on neliakselisesti kiertosymmetrisen rakenteen, intervalli-
koltaan -3333-, madrittdiméi instanssiluokka matriisilla. Instansseja on 12,
joista kolmen puolisdvelluokka-askeleen pidssé toisistaan olevat ovat sisil-
16iltadn identtisia.

Esim. 39

Esim. 40
01 23456789101 01

2345617891011
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Vastaaviin tapauksiin palataan tarkemmin symmetrioiden yhteydessi. -
Kiertosymmetristen joukkojen ja rakenteiden tuottaessa jisenjoukkojen ja -
instanssien mdirdn puolesta toisistaan poikkeavia joukko- ja instanssi-
luokkia kdy myoskin ilmeiseksi, ettd kaikkien joukkojen joukko on erisuu-
ruinen kuin kaikkien instanssien joukko.

Savelluokkasisilléltddn erilaisten joukkojen joukko koostuu (212)-1=4095
jsenestd, tai jos tyhji joukko lasketaan mukaan, on jisenii 212=4096. Ins-
tanssien joukossa on jdsenid kaikkien rakenteiden mé&ird kertaa kaikkien
sdvelluokkien maard, 351*12= 4212, tai mikili tyhjd rakenne lasketaan mu-
kaan, (351*12)+1=4213. Tyhjilld rakenteella ei ole intervallikkoa jota sijoit-
taa alkavaksi vuoroin kaikilta sdvelluokilta, joten silli ei my&skidn ole "ra-
kenteen transpositioita". Tyhjdi rakennetta tulkitaan olevan vain yksi kap-
pale.

Kiertosymmetristen joukkojen muodostamien joukkoluokkien poikkea-
minen 12-jisenjoukkoisuudesta on ilmid, joka huolellisuutta noudatettaes-
sa ei aiheta ongelmia.
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Kiertosymmetrisyydestd koituvat erikoistapaukset ovat kasilld esim. ope-
roitaessa havaintovilineilld, joille olen antanut yhteisnimen leikkausvek-
torit. Ne kuvaavat yhteisten jisenten miirid joukon ja sen transpositioiden
kanssa, joukon ja sen kdidnteisjoukon transpositioiden kanssa tai yleensd
joukon ja mihin tahansa joukkoluokkaan kuuluvan joukon ja sen transpo-
sitioiden kanssa. Operaatio voidaan kuvata tapahtuvaksi siten, ettd toista
joukkoa pidetddn vertailukohtana paikoillaan ja toista transponoidaan kai-
killa transpositiointervalleilla "sitd vastaan", tutkien kulloinkin syntyvin
transposition ja vertailujoukon leikkaus.

Epdsymmetristen ja yksiakselisesti symmetristen joukkoluokkien tapauk-
sissa tulee jokainen 12:sta erilaisesta sdvelluokkasisillostd tutkittua vertai-
lujoukon kanssa yhden kerran. Kiertosymmetrisistd joukoista johdettujen
joukkoluokkien tapauksissa ovat useat transpositiot sdvelluokkasisallsil-
tddn identtisid, joten kunkin sdvelluokkasisillon leikkaus tulee transponoi-
misen my6td tutkittua vertailujoukon kanssa (jaksollisuudesta riippuen)
kaksi, kolme, neljd, kuusi tai teoriassa jopa kaksitoista kertaa. Tietty joukko-
luokka saatetaan sdvelluokkasisiltokriteerein miiritelli esim. 6-jasenjouk-
koiseksi, mutta operaatioissa sitd kisitellddnkin "kaksinkertaistettuna”,
transponoinnin avulla johdetussa muodossa, joka vastaa tarkalleen ins-
tanssiluokkaa.

Téllaisissa tapauksissa tulee luonnollisesti joko selvittdd kiertosymmetri-
oiden aiheuttamat erikoistilanteet, tai suorittaa niiden tuottamille tuloksille
jatko-operaatioita. Niin useimmiten4” menetelldinkin, muttei aina. Esim.
John Rahn ei ns. TICS-vektoria esitellessddn viittaa kiertosymmetrioiden
tuottamiin poikkeuksiin, vaikka onkin aiemmin osoittanut niiden sym-
metrioiden - hin kdyttdad termid transpositional symmetry - itseensékierty-
vyysominaisuudet.48

Leikkausvektorit -luvun operaatioissa olen pitiytynyt kdytinndssd, jossa
transponoitavaa joukkoa transponoidaan kaikilla kahdellatoista transpos-
itiointervallilla, sen mahdollisesta kiertosymmetrisyydestd riippumatta.
Téstd ei aiheudu epdselvyyksii, silld kiertosymmetristen joukkojen joukko-
luokanmuodostus selvitetiin tapaus tapaukselta Intervalliavaruudelliset
symmetriat -luvussa, ja lisdksi Leikkausvektorit -luvussa tarkastellaan kier-
tosymmetrioiden kiyttdytymista erityyppisissd leikkausvektoriasetelmissa.

1.3.5. KIERTOSYMMETRISEN JOUKON JA INSTANSSIN
NORMAALIJARJESTYS

Kiertosymmetriselld joukolla on useita syklisid permutaatioita, jotka to-
teuttavat normaalijdrjestyksen kriteerit yhtd hyvin. Esimerkissd 39 kidytetyn
joukon sykliset permutaatiot {0,3,6,9}, {3,6,9,0}, {6,9,0,3} ja {9,0,3,6) ovat kaikki
samanarvoisia ehdokkaita normaalijirjestykseksi. Tdlléin on tapana valita
normaalijarjestykseksi syklinen permutaatio, jonka normaalijisenen nu-
meroarvo on pienin, tdssid tapauksessa {0,3,6,9).49 Instanssien kohdalla til-
laista tilannetta ei voi muodostua, koska niiden syntytapa sanelee aina nor-
maalijdsenen.
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1.4. JOUKKOJENVALISISTA KAANTEISSUHTEISTA
1.4.1. KAANTEISSUHDEASETELMAT

Kahden kéénteisjoukon vilisen kidnteissuhteen tutkiminen on periaat-
teessa vastauksen etsimistd jompaankumpaan seuraavista kysymyksista:

1) kun tietty joukko kddnnetddn tietyn akselin suhteen, miki kiinteis-
joukkoluokan jésenjoukoista saadaan tulokseksi. (Ennen operaation suorit-
tamista on selvilld joukko, intervallikko ja akseli).

2) tietyt kaksi joukkoa kuuluvat kiinteisjoukkoluokkiin. Minki akselin
suhteen kddntimalld joukkojen sidvelluokkasisillot ovat saatettavissa toi-
sikseen. (Ennen operaation suorittamista on selvilld kaksi joukkoa interval-
likkoineen, muttei akselia)

1)

Kohdan 1) suorittamiseksi tarvitaan kolme tietoa: kddnnettivin joukon
normaalijdsenen numeroarvo, joukon intervallikon wvakio-osan numeroar-
vo ja akselin jommankumman kiintopisteen numeroarvo kerrottuna kah-
della (kuten sanottu, on samantekevii kumman kiintopisteen valitsee, silld
molemmat tuottavat saman tuloksen: 022 =0 ja 6*2=0, 1"2=2ja7*2 =2,
51/2*2=11ja111/2*2 =11 jne).

Vakio-osan numeroarvo lasketaan yhteen kahdella kerrotun kiintopis-
teen numeroarvon kanssa. Summasta vihennetddn normaalijisenen nu-
meroarvo. Erotus osoittaa kddnnoksen tuloksena syntyvin kidnteisjoukko-
luokan jdsenjoukon jirjestysnumeron (normaalijisenen numeroarvon).
Muodollisemmin ilmaistuna

IK(N) = (V+2K)-N

K on kiintopisteen numeroarvo, N normaalijisenen numeroarvo ja V
vakio-osan numeroarvo.

Esimerkki 41: joukko -1344-/1 eli 4-19 A/1, sdvelluokkasisillltian
{1,2,5,9), kddnnetddn akselin 3 1/2 - 9 1/2 suhteen. Valinnaisen kiintopisteen
numeroarvo kerrottuna kahdella on 7 (2*3 1/2=7ja 2* 9 1/2 = 19 = 7), inter-
vallikon vakio-osa on 4+4=8 ja joukon normaalijisenen numeroarvo on
yksi. 7+8-1 = 14 = 2. Kédintdmisen tuloksena syntyy kiinteisjoukkoluokan
jdsenjoukko numero kaksi, -3144-/2 eli 4-19 B/2. Sivelluokkasisiltd
{2,5,6,10} saadaan sijoittamalla intervallikko -3144- alkamaan sivelluokalta
2.131/2{1,2,59) = {2,5,6, 10}. (Esim.41 a-b, seur. sivu).

Esimerkki 42: joukko -211323-/7 eli 6-Z47 B/7, sdvelluokkasisilldltiin
{7,9,10,11,2,4} kédnnetddn akselin 1 1/2 - 7 1/2 suhteen. Kiintopisteen nume-
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roarvo kerrottuna kahdella on 3 (2*1 1/2=3ja2*7 1/2 = 15 = 3), intervallikon
vakio-osan numeroarvo on 3+2+3=8 ja joukon normaalijisenen numeroar-
vo on seitsemidn. 3+8-7=4. Kdidntdmisen tuloksena syntyy kdinteisjoukko-
luokan jidsenjoukko numero neljd, -112323-/4 eli 6-Z47 A/4, sdvelluokkasi-
silloltddn (4,5,6,8,11,1). 111/2(7,9,10,11,2,4) = {4,5,6,8,11,1).

Esim. 41 a Esim. 41b

Esimerkki 43: joukko -2111214-/11 eli 7-11 B/11, sdvelluokkasisélloltddn
{11,1,2,3,4,6,7} kddnnetadn akselin 2 1/2 - 8 1/2 suhteen. Kiintopisteen nume-
roarvo kerrottuna kahdella on 5 (2*2 1/2 =5ja2* 81/2 = 17 = 5), intervalli-
kon vakio-osan numeroarvo on 4 ja joukon normaalijisenen numeroarvo
on yksitoista. 5+4-11=-2=10. Kddntdmisen tuloksena syntyy kdanteisjoukko-
luokan jisenjoukko numero kymmenen, -1211124-/10 eli 7-11 A/10, sédvel-
luokkasisilloltddn (10,11,1,2,3,4, 6}. 121/2(11,1,2,3,4,6,7) = (10,11,1,2,3,4,6).

Esim. 43 a Esim. 43 b

2)

Kahden tunnetun kididnteisjoukon vilistd akselia - akselia jonka suhteen
kddnnettdessd joukkojen sidvelluokkkasisdllot ovat saatettavissa toisikseen -
etsittdessd tarvitaan tieto joukkojen normaalijisenten numeroarvoista ja
intervallikkojen yhteisen vakio-osan numeroarvosta.

Normaalijasenten numeroarvot lasketaan yhteen. Summasta vdhenne-
tddn vakio-osan numeroarvo. Erotus jaetaan kahdella. Tulos kertoo suo-
raan akselin toisen kiintopisteen numeroarvon. Eli:
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(N1+Ny»-V=K
2

Nj ja N2 ovat kdinteisjoukkojen normaalijisenten numeroarvot. V on
vakio-osan numeroarvo. K on akselin kiintopiste.

Esimerkki 44: joukot -435-/7 ja -345-/1 eli 3-11 B/7 ja 3-11 A/1, sévelluok-
kasisdll6iltdaan {7,11,2} ja {1,4,8} ovat kididnteisjoukkoja. Normaalijisenten
numeroarvot ovat 7 ja 1. Vakio-osien numeroarvo on viisi . (7+1) -5 = 3.
Kolme jaettuna kahdella tuottaa kiintopisteen numeroarvon puolitoista.
Kaannettdessd joukot -435-/7 ja -345-/1 akselin 1 1/2 - 7 1/2 suhteen niiden
sdvelluokkasisillst kidntyvit toisikseen. I1 1/2{7,11,2) = {1,4,8).

Esim. 44 a Esim.44 b

Esimerkki 45: joukot -12414-/1 ja -21414-/4 eli 5-20 A/1 ja 5-20 B/4, sdvel-
luokkasisilloiltadn {1,2,4,8,9) ja {4,6,7,11,0), ovat kaidnteisjoukkoja. Normaa-
lijisenten numeroarvot ovat 1 ja 4. Vakio-osien numeroarvo on 4+1+4 = 9.
(1+4) - 9 = - 4 = 8 ja 8 jaettuna kahdella tuottaa kiintopisteen numeroarvon
4. Kaidnnettiessd joukot -12414-/1 ja -21414-/4 akselin 4 - 10 suhteen niiden
sdvelluokkasisillét kddntyvit toisikseen. 14 (1,2,4,8,9) = {4,6,7,11,0).

Esim. 45 a Esim.45b
0
L 10>
©) 2
(8) (4)

Esimerkki 46: joukot -13233-/2 ja -23133-/3 eli 5-32 A/2 ja 5-32 B/3, sdvel-
luokkasisilloiltddn (2,3,6,8,11} ja (3,5,8,9,0) ovat kiidnteisjoukkoja. Normaali-
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jdsenten numeroarvot ovat 2 ja 3. Vakio-osien numeroarvo on 3+3 = 6.
(2+3) - 6 = -1 = 11. 11 jaettuna kahdella on 5 1/2. Kiinnettiessi joukot -13233-
/2 ja -23133-/3 akselin 5 1/2 - 11 1/2 suhteen niiden sidvelluokkasisillst kidan-
tyvit toisikseen. I51/2(2,3,6,8,11} = {3,5,8,9,0}). (Esim. 46 a-b, edell. sivu).

1.4.2. VASTINJOUKKOJEN KAANTEISAKSELIN ETSIMINEN

Kéinteisjoukkoluokkien samannumeroisten jisenjoukkojen - jota tissi
esityksessd nimitetddn vastinjoukoiksi - vilinen akseli selviid vihentimal-
ld (joukoille yhteisen) normaalijisenen numeroarvosta vakio-osan nume-
roarvo jaettuna kahdella. Toisin ilmaistuna:

K=N-(V/2)

K on kiintopisteen numeroarvo, N normaalijisenen numeroarvo ja V va-
kio-osan numeroarvo.

Esimerkki 47: joukot {0,1,3) ja {0,2,3) ovat kiinteisjoukkoluokkien 3-2 A ja
3-2 B primaarimuodot. Normaalijisenten numeroarvosta nolla vidhenne-
tddn intervallikoiden -129- ja -219- vakio-osien numeroarvo 9 jaettuna kah-
dellaeli41/2.0-41/2 =-41/2 =7 1/2. Primaarimuodot voidaan saattaa toi-
sikseen kddntimailld ne akselin 1 1/2 -7 1/2 suhteen. 11 1/2{0,1,3} = {0,2,3).

Esim. 47 a Esim. 47 b

. 00 ®
2 gﬂ
© G)
® o

Esimerkki 48: joukot {3,4,5,8,9,0} ja (3,4,7,8,9,0} ovat kdidnteisjoukkoluok-
kien 6-Z44 A ja 6-Z44 B 3. jisenjoukot. Normaalijisenten numeroarvosta 3
vihennetddn intervallikoiden -113133- ja -131133- vakio-osien numeroar-
vO 6 jaettuna kahdella eli kolme. 3 -3 = 0. Joukot voidaan saattaa sivelluok-
kasisélloiltddn toisikseen kddntdmailld ne akselin 0-6 suhteen. 10(3,4,5,8,9,0} =
{34,7,8,9,0].

Esim.48 a Esim. 48 b
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1.5. I-AVARUUDELLISET AKSELIT R-AVARUUDESSA

Edelld on ndhty, ettd kddnteisjoukkoluokkiin kuuluvien jadsenjoukkojen
sdvelluokkasisidllot ovat aina saatettavissa toisikseen jonkin akselin suh-
teen kddntamailld, ja ettd akselissa on aina kaksi kiintopistettd. Jos I-avaruu-
dellinen akseli ja sen suhteen toisikseen kadntyvit kdinteisjoukot sijoite-
taan R-avaruuteen, sdilyy tilanne samankaltaisena, paitsi ettd joukoista
muodostetut sidveltasokombinaatiot voidaan sijoittaa kddnteiseen asetel-
maan vain toisen kiintopisteen suhteen kerrallaan. Tdmd johtuu siitd, ettd
R-avaruus ei ole I-avaruuden tavoin itseensdkiertyvd. Mahdolliset kiinto-
pistevaihtoehdot ovat R-avaruudessa aina oktaavin, tritonuksen tai niiden
oktaavikerrannaisten péissd toisistaan. Yhdessd R-avaruudellisessa oktaa-
vissa on 24 mahdollista paikkaa kiintopisteelle - puolet sdvelilld ja puolet
sdvelten vileissi.

R-avaruudellista yksikiintopisteisyyttd on havainnollistettu esimerkeissa
49 a-f ja 50 a-f. Sdvelluokkaympyrdesimerkissd (49 a-f) ovat kohtien a ja b
joukot kédnteisid akselin 0-6 suhteen. Kohtien c ja d joukot ovat kéddnteiset
akselin 1/2 - 6 1/2 suhteen. Kohtien e ja f joukot ovat kddnteiset akselin 3-9
suhteen. Kaikissa tapauksissa joukot ovat siis kédadnteisid akselin kumman-
kin padn suhteen,

Joukot kuuluvat kiddnteisjoukkoluokkiin 3-11 A ja 3-11 B, intervallikoil-
taan -345-/-435-. Kohtien a,c ja e joukon -435-/0 R-avaruudellinen vastine
on C-duurikolmisointu. Kohdan b joukon -345-/5 R-avaruudellinen vasti-
ne on f-mollikolmisointu. Kohdan d joukon -345-/6 R-avaruudellinen vas-
tine on fis-mollikolmisointu. Kohdan f joukon -345-/11 R-avaruudellinen
vastine on h-mollikolmisointu.

Esim. 49 a

49e 49f

Esimerkin 50 a-kohdassa C-duurisointu ja f-mollisointu ovat kainteiset
sidvelen cl suhteen. b-kohdassa ne ovat kiinteiset sivelen fis! suhteen.
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Esimerkin 50 c-kohdassa C-duurisointu ja fis-mollisointu ovat kadanteiset
sivelten cl ja cis! viliin sijoittuvan siveltason suhteen. d-kohdassa ne
ovat kidnteiset savelten fisl ja gl viliin sijoittuvan siveltason suhteen.

Esimerkin 50 e-kohdassa C-duurisointu ja h-mollisointu ovat kédénteiset
sivelen a suhteen. f-kohdassa ne ovat kiinteiset sivelen es! suhteen. Kai-

kissa tapauksissa vain toinen akselien I-avaruudellisista kiintopisteistd on
"voimassa".

c d e

f
miss hf“f SSS —
= =4 e—

Tdhdn kysymyksenasetteluun palataan lihemmin symmetrioiden yhtey-
dessd.

Esim. 50 a
N
8
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1.6. JOUKKOLUOKKIEN MUODOSTUS

Erds joukkoteorian alkuhankaluuksista on se, ettd perusteita opettelevan
ei ole helppo saada otetta lainalaisuuksiin, jotka sditelevit erilaisten jouk-
koluokkien muodostumista ja lukuméirid. Rakenteet ja intervallikot voi-
vat tdssd suhteessa olla avuksi. Vaikka joukkoluokan ja rakenteen madrit-
telyiden yhteydessd todettiin ndilld kasitteilld olevan tietyissd tapauksissa
eroja, eividt ne vaikuta tihdn nimenomaiseen kysymyksenasetteluun. Yh-
teinen intervallikko toimii sopivana yhdistivdnd tekijind rakenteen ja
joukkoluokan vililld, ja rakenteista tehdyt havainnot péitevit sellaisinaan
myds joukkoluokkiin.

Aiemmin on todettu, ettd kaikkia rakenteita kuvaavien kaikkien inter-
vallikoiden joukko koostuu kaikista erilaisista normaalijirjestyksisistd in-
tervalliketjuista, joiden jasenintervallien numeroarvojen summa on 12.

Kardinaalisuutta n edustavia rakenteita kuvaavien intervallikoiden jouk-
ko on tilléin niiden erilaisten intervalliketjujen joukko, joiden jiseninter-
vallien numeroarvojen summa on 12 ja joissa on n jisenintervallia.

Jos esimerkiksi halutaan tutkia, kuinka monta kaksijdsenistd rakennetta
on olemassa, tarvitsee vain selvittdd kuinka monta erilaista kahdeksitoista
summautuvaa (normaalijirjestyksistd) lukuparia on olemassa. 1+11=12,
2+10=12, 349=12, 4+8=12, 5+7=12, 6+6=12. Kahdeksitoista summautuvia lu-
kupareja ja ndinollen myos kaksijésenisid rakenteita on kuusi kappaletta.

Kardinaalisuuden 2 komplementtikardinaalisuutta 10 (komplementtikar-
dinaalisuuksien summa on aina kaksitoista, tdssd tapauksessa siis 2+10=12)
edustavien rakenteiden méiird selvidid tutkimalla, kuinka monta erilaista
normaalijérjestyksistd kahdeksitoista summautuvaa kymmenjisenistd in-
tervalliketjua on olemassa.

(Ks. seur. sivu).
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1+1+1+1+1+1+1+1+1+3=12, 1+1+14+1+1+14+1+14242=12,
T+1+1+14+14+1414241+2=12, 1+1+1+1+14+142414+142=12,
T+1+1+14+142414+14142=12, 1+1+1+14+2+14+14+14142=12.

10-jasenisid rakenteita on 2-jisenisten tavoin 6 kpl. Komplementtikardi-
naalisuuksia edustavia rakenteita on aina yhtd monta. n-kardinaalisuuksi-
sen rakenteen jisenet varaavat aina sdvelluokkaympyrin kahdestatoista yk-
sikostd n kappaletta, jolloin kdyttimittd jiineet 12-n kappaletta yksikoitd
muodostavat keskenddn n-jisenisen rakenteen komplementtirakenteen.
Koska jokaisella rakenteella voi olla vain yksi komplementtirakenne, on
kaikkien n-kardinaalisuuksisten rakenteiden joukko yhtd suuri kuin 12-n -
kardinaalisuuksisten komplementtirakenteiden joukko.

Kolmijésenisten rakenteiden méirad puolestaan selvidi etsimilld normaa-
lijirjestyksiset, kahdeksitoista summautuvat kolmijéseniset intervalliket-
jut:

-1,1,10-, -129-, -219-, -138-, - 318-, -147-, -417-, -156-, -516-, -228-, -237-, -327-
-246-, -426-, -255-, -336-, -345-, -435-, -444-

Kolmijidsenisid rakenteita on 19 kpl, joista viisi kddnteissymmetristi - in-
tervallikon kdidnteisosa tuottaa kddnnettdessd itsensi - ja 14 epdsymmetrista
- intervallikon kdédnteisosa ei pysy kddnnettdessd samana. 14 epdsymmetristd
rakennetta muodostavat 7 A/B-tyyppistd rakennetta.

352 rakennetta/joukkoluokkaa jakautuvat kardinaalisuuksiin seuravasti:

0 1 0 1
#1 1 0 1
$ 2 6 0 6
# 3 19 14 ( 7 A/B-rak.) 5
# 4 43 28 (14 A/B-rak.) 15
$5 66 56 (28 A/B-rak.) 10
$ 6 80 60 (30 A/B-rak.) 20
7 66 56 (28 A/B-rak.) 10
# 8 43 28 (14 A/B-rak.) 15
$#9 19 14 ( 7 A/B-rak.) 5
# 10 6 0 6
# 11 1 0 1
# 12 1 0 1

Kaikkien joukkoluokkien intervallikot ja primaarimuodot 18ytyvit esi-
tyksen lopussa olevasta taulukosta.
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2 .INTERVALLIAVARUUDELLISET SYMMETRIAT

2.1. YLEISTA

Intervalliavaruudelliset symmetriat muodostavat joukkoteoreettisen pe-
ruskasitteiston piirissd tarkasti rajatun ja mielenkiintoisen osakokonaisuu-
den. Tdmin esityksen materiaalin keruu- ja testausvaiheen aikana niiden
ominaispiirteet nousivat ikdankuin vaivihkaa esiin omaksi kokonaisuu-
dekseen, joka tuntui vaativan erityistdi huomiota osakseen. Lukuisia hyvin-
kin erityyppisid operaatioita tutkiessani havaitsin, etti osa tuloksista poik-
keaa niistd ennusteista, joita alustavat testit nayttiisivit tarjoavan. Syy poik-
keamisiin 16ytyi sddnnollisesti materiaalin tietynlaisista symmetriaominai-
suuksista. Varsinkin edellisessd luvussa jo sivutut kiertosymmetriat osoit-
tautuivat usein tehokkaiksi intervalliavaruudellisten sidnnénmukaisuuk-
sien rikkojiksi.

Joukkoteoreettisessa kirjallisuudessa viitataan tavan takaa ndkékohtiin,
joita symmetrioista eri operaatioille aiheutuu. Perusteellista, kaikki sym-
metriatyypit ja -tapaukset havainnollisesti erittelevdi esitystd, joka soveltui-
si vasta-alkajalle, ei kuitenkaan tahdo 16ytyd. Ndhdikseni timd johtuu siiti,
ettd ldhestulkoon kaikissa esityksissd symmetrioiden havaintovilineiksi va-
litut yksittdiset joukot eivit sovellu tehtidviidnsé erityisen hyvin. Niistd ka-
sin operoitaessa on kaikkien symmetrioiden yhteisten ominaisuuksien tai
erilaisten symmetriatyyppien sisdisten ominaisuuksien selvittiminen vai-
keaa. Ja kaikkein hankalimmin joukkotason tarkastelun avulla on osoitetta-
vissa asia joka on muusikolle kaikkein hy6dyllisin: symmetriat kiyttdytyvit
lajiominaisuuksiensa rajaamissa puitteissa tiukan yhdenmukaisesti.

Ilmeisesti ndistd vaikeuksista johtuen jotkut kirjoittajat melkeinpi si-
vuuttavat symmetrioiden kasittelyn, vaikka "rivien vilissi" hyodyntivat-
kin niitd tiysimdardisesti operaatioiden, taulukoiden jne. yhteyksissd. Niin
on toiminut mm. Allen Forte, herdttiden paitokselldin keskustelua.l

Tamén luvun tarkoituksena on tarkastella, millainen kuva intervalliava-
ruudellisista symmetrioista on mahdollista muodostaa, kun joukkojen li-
sdksi havaintovilineind kiytetdan intervallikoita, sivelluokkaympyrid seki
jdsenjoukko- ja instanssimatriiseja.

2.1.1. SYMMETRIAN MAARITTELEMINEN

Kéinteisjoukkoluokat yhdeksi yksikoksi mieltivdd Forten joukkoluoki-
tusta kidytettiessd voidaan symmetriseksi joukoksi miiritelld jokainen
joukko, joka kuuluu vidhemmin kuin 24-jisenjoukkoiseen joukkoluok-
kaan. Tdmd madritelmd on mahdollinen siksi, ettd jokainen symmetriatyyp-
pi tuottaa tavalla tai toisella alle 24-jisenjoukkoisen joukkoluokan, ja toi-
saalta yksikddn epdsymmetrinen joukko ei tuota alle 24-jasenjoukkoista
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joukkoluokkaa. Jisenjoukkojen maird kidy ilmi madrittdmalla yksittiiselle
jdsenjoukolle ns. symmetrian aste (degree of symmetry), ja jakamalla luku
24 silld.2 T4ma madritelmi - jota itse asiassa ei ole tarkoitettu varsinaiseksi
symmetrian médaritelmédksi - osoittaa kaikkien symmetrioiden yhteisen
ominaisuuden tuottaa alle 24 -jisenjoukkoinen joukkoluokka, mutta ei va-
laise niitd tekijoitd, jotka kulloinkin alle 24-jasenjoukkoisuuden aiheutta-
vat.

Jos pitdydytddn korkeintaan 12-jisenjoukkoisissa transpositionaalisissa
joukkoluokissa, on symmetrian kriteereitd kaksi. Niistd suuremman ta-
pausjoukon tuottava on kiinteisyys:

Jos joukon sdvelluokkasisiltd pysyy jonkin tai joidenkin intervalliavaruu-
dellisten akselien suhteen kdinnettidessd muuttumattomana, on kyseessd
kidnteissymmetrinen joukko. (Kidnteissymmetrisyys = engl. inversional
symmetry).

Toinen, pienemmin tapausjoukon tuottava kriteeri on itseensikiertyvyys:

Jos joukko pysyy sdvelluokkasisdlloltdin muuttumattomana transponoi-
taessa sitd jollakin tai joillakin transpositiointervalleilla t siten ettd t= 0, on
kyseessi kiertosymmetrinen joukko. (Kiertosymmetrisyys = engl. rotational
symmetry, transpositional symmetry).

Nollalla transponoimista ei noteerata, silld se on identiteettioperaatio, joka
sdilyttdd kaikki joukot samoina.

Se ettd 24-jasenjoukkoista joukkoluokitusta kiytettdessd symmetrisyyden
madrittelemiseen tarvittiin yksi kriteeri ja 12-jasenjoukkoista luokitusta
kiytettdessd kaksi, ei tee 24-jisenjoukkoisen luokituksen suhdetta symmet-
riaan elegantimmaksi. Tdmi johtuu siitd, ettd mahdollinen alle 24-jisen-
joukkoisuus ratkeaa senkin kohdalla nimenomaan kéédnteisyyden ja itseen-
sdkiertyvyyden avulla. Kriteerit ovat samat, mutta toisessa tapauksessa ne :
ovat piilossa yleisluontoisemman mdééritelmén sisalla.

2. 1.2. SYMMETRIATYYPPIEN PAALLEKKAISYYS

Kumpikaan symmetrioiden paityyppi, kdanteissymmetrisyys tai kierto-
symmetrisyys, ei ole yhteinen kaikille symmetrisille joukoille. Toisaalta,
osoitettaessa toisen symmetriatyypin omaavaa tapausjoukkoa ei my&skdin
tulla sulkeneeksi toista pois. Osa kddnteissymmetrioista on myos kiertosym-
metrioita ja ldhes kaikki kiertosymmetriat ovat my6s kdidnteissymmetrioita.
Pelkkien kddnteissymmetrioiden joukko on kaikkien kddnteissymmetrioi-
den suuri osajoukko, ja pelkkien kiertosymmetrioiden joukko on kaikkien
kiertosymmetrioiden pieni osajoukko.

Sekaannuksia lupailevasta kisitteiden ristiinkutoutumisesta huolimatta
symmetriat on helppo jakaa yksiselitteisiin kategorioihin. Timéd tapahtuu
luokittelemalla ne symmetria-akselien lukumddrien mukaan. Toimenpide
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on havainnollinen sen hyddyntidessd useimpien symmetrioiden olemuk-
seen mitd elimellisimmin kuuluvaa aspektia. Minusta on merkillista, ettd
titd jaottelua ei ole joukkoteoreettisessa kirjallisuudessa otettu yleiseen
kdyttoon. Itse asiassa en tunne ensimmadistdkiddn lihdettd, jossa edes viitat-
taisiin akselityyppien avulla tapahtuvaan luokitteluun. Akseleista sindnsa
puhutaan runsaasti, toisinaan saatetaan jopa viitata moniakselisuuden ole-
massaoloon, mutta tarkempaan erittelyyn ei ryhdyt4.3

2. 1.3. AKSELIEN LUKUMAARAT

Akseleilla varustetut intervalliavaruudelliset symmetriat jakaantuvat 1-,
2-, 3-, 4-, 6- ja 12-akselisiin symmetriatyyppeihin. Luvut 1, 2, 3, 4, 6 ja 12 ovat
kaikki ne positiiviset kokonaisluvut, joilla jaettuna sidvelluokkien koko-
naismaird 12 tuottaa osamairiksi kokonaisluvun. Edellytys joukon kuulu-
miselle n-akseliseen symmetriatyyppiin on siis se, ettd on olemassa n kappa-
letta intervalliavaruudellisia akseleita, joiden suhteen kdinnettiessid jou-
kon sdvelluokkasisiltd pysyy muuttumattomana.

Normaalisti yhden symmetriatyypin piiriin kuuluu lukuisia joukkoja, jot-
ka jdsentyvit useiksi eri joukkoluokiksi. n-akselisesti symmetrisistd jou-
koista muodostuvia joukkoluokkia nimitetdén seuraavassa lyhyyden vuok-
si vain n-akselisesti symmetrisiksi joukkoluokiksi.

Kuuden akseleilla varustetun symmetriatyypin lisdksi on olemassa seitse-
més symmetriatyyppi, jolla ei ole akseleita lainkaan. Siihen kuuluvien kah-
den joukkoluokan jisenjoukot ovat ainoat tapaukset, joissa kiertosymmet-
risyyteen ei yhdisty samanaikaisesti kdinteissymmetrisyys. Tistd seuraa, ettd
ne ovat ainoat symmetriset joukkoluokat, joilla on kdidnteisjoukkoluokat.
Tarkemmin sanottuna ne ovat toistensa kdanteisjoukkoluokat: 6-30 A ja 6-
30 B. Niihin viitattiin jo kohdassa 1.2. kaikkien kiertosymmetrioiden osa-
joukkona. Koska kaikki muut symmetriset joukot ovat (mahdollisen kierto-
symmetrisyytensd ohella) kddnteissymmetrioita ja niilld on ainakin yksi ak-
seli, voidaan huomata ettd akseli on yksistddn kdidnteisyyden merkki. Kier-
tosymmetria voi muodostua akseleittakin.

2. 2. KAANTEISSYMMETRIAT
2.2.1. 1-AKSELISESTI SYMMETRISET JOUKKOLUOKAT

352:sta joukkoluokasta on symmetrisid 98 eli n.28 %. Naistd yksiakselisesti
symmetrisid on 81 eli hieman vajaa 80 %. Kaikki 1-akseliset symmetriat
ovat pelkdstddn kddnteissymmetrioita. Kuten symmetriatyypin nimestdkin
jo ilmenee, on jokaista 1-akselisesti symmetristd joukkoa kohden yksi ja
vain yksi I-avaruudellinen akseli, jonka suhteen kdadnnettdessd joukon sa-
velluokkasisdltd sdilyy muuttumattomana. Koska 1-akselisesti symmetristé
joukkoa ei voida transponoida milldin nollasta eridvilld transpositiointer-
vallilla siten ettd syntyvd joukko on identtinen transponoimattoman kans-
sa, on jokaisesta 1-akselisesti symmetrisestd joukosta muodostettu joukko-
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luokka aina 12-jisen-joukkoinen. Kaikkiaan 1-akselisesti symmetrisid jouk-
koja on 81* 12 = 972 kappaletta eli n.24 % kaikista joukoista.

Esimerkki 1: yksiakselisesti symmetrisid joukkoja. 1 a): 2-2, 1b): 3-1, 1 ¢): 4-
23,1d):5-Z17,1 e): 6-Z45, 1 ): 7-8, 1 g): 8-6, 1h): 9-9, 1 i): 10-5, 1 j): 11-1.

Esim.1a

0

Symmetria-akselit on piirretty paksummalla’ viivalla kuin Kdsitteistdd -lu-
vun akselit, jotta tapausten ero kivisi ilmeiseksi. Kdsitteistdd -luvussa tut-
kittiin joukkojen kaddntymistd I-avaruudellisten akselien suhteen toisiksi
joukoiksi. Nyt on tarkoitus osoittaa, minki akselin suhteen jonkin joukon
sdvelluokat ovat ryhmittyneet symmetriseen asetelmaan.

Esimerkissd 1 a) on intervallikon -2,10- omaavan yksiakselisesti symmetri-
sen joukkoluokan 2-2 primaarimuoto {0,2} sijoitettu sdvelluokkaympyrille.
Joukko on symmetrinen akselin toisena kiintopisteend toimivan sédvelluo-
kan 1 suhteen, silli molemmista jdsenistd on siihen yhtd pitkd matka. Jouk-
ko on symmetrinen myos akselin vastakkaisen kiintopisteen, sdvelluokan 7
suhteen. Siihenkin on joukon molemmista jisenistd yhtd pitkd matka.

Symmetrisyys akselin molempien kiintopisteiden suhteen pitee kaikkiin
tapauksiin. Moniakselisten symmetrioiden tapauksissa joukko on aina sym-
metrinen jokaisen akselin molempien kiintopisteiden suhteen.

Erdissd esityksissd todetaan, ettd kaikki I-avaruudelliset symmetriat ovat
kaksiakselisia tai vaihtoehtoisesti, ettd ne ovat symmetrisid kahden toisis-
taan kuuden puolisivelluokka-askeleen piissi olevan pisteen suhteen.4
Télloin tarkoitetaan samaa asiaa kuin tdsséd esityksessd tarkoitetaan symmet-
risyydelld yhden akselin kahden kiintopisteen suhteen. Piddyin omaan sa-
namuotooni sdvelluokkaympyrdd kiyttivdn esitystavan vuoksi. Ympyrois-
tdhdn kdy varsin ilmeiseksi, ettd yksi akseli madrittdd kaksi kiintopistettd,
kaksi akselia neljd kiintopistettd jne. Kaksiakselisuusmairitelmd on periaat-
teessa aivan oikea, ainoastaan sikéli epatarkka, ettd pelkit kiertosymmetriat
eividt kuulu sen piiriin ja ettd jokainen kddnteissymmetria on vdhintiin
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kaksiakselinen, so. timéin esityksen terminologian mukaan yksiakselinen.
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Esimerkki 2: Koska kaikissa 1-akselisesti symmetrisissd joukkoluokissa on
12 jisenjoukkoa, ne ovat identtisid 1-akselisesti symmetristen rakenteiden
médrittdimien instanssiluokkien kanssa. Siten ovat myds 1-akselisesti sym-
metrisistd joukkoluokista muodostetut jisenjoukkomatriisit identtisid vas-
taavan intervallikon omaavien instanssimatriisien kanssa. Esimerkeissi
erditd 1-akselisesti symmetristen joukkoluokkien jisenjoukkomatriiseja.
Kukin joukko on sdvelluokkasisilloltddn erilainen. 2 a): joukkoluokka 3-1,
intervallikoltaan-1,1,10-. 2 b): joukkoluokka 6-Z45, intervallikoltaan -211233-
2 ¢): joukkoluokka 2-2, intervallikoltaan -2,10-. 2 d): joukkoluokka 4-23, in-
tervallikoltaan -2325-.
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2.2.2. KEHYS, AKSELI

Intervalliavaruudellisen symmetrian késite jaetaan ldhempai tarkastelua
varten kahteen osatekijdin, akseliin ja kehykseen. Kehys muodostuu akse-
lin ympdérille peilikuvamaisesti ryhmittyneistd sdvelluokista. Kehyksen ki-
sitteen kannalta ei ole merkitystd, kuinka monesta sivelluokasta se koos-
tuu. Itse asiassa on kolme symmetristd joukkoluokkaa, joiden kehykset ei-
vit koostu sdvelluokista lainkaan: 12-akselisesti symmetrinen tyhji joukko
(esim.3 a), yksiakselisesti symmetrinen 1-jiseninen joukkoluokka 1-1 (esi-
merkissd 3 b primaarimuoto), intervallikoltaan -12-, ja kaksiakseliseti sym-
metrinen joukkoluokka 2-6, intervallikoltaan -66- (toisen akselinsa osalta) .
(Esimerkissd 3 c¢ primaarimuoto). Kehys on kussakin tapauksessa tyhji
joukko, joten symmetrian maarittdd pelkkd akseli.

Esim.3 a 3b

3c
(0) (0)
(&)

Akselityyppien padryhmii on kaksi: 1) akselit, joiden kiintopisteet sijoittu-
vat sdvelluokille ja 2) akselit, joiden kiintopisteet sijoittuvat savelluokkien
viliin, neljisosasdvelluokille. (Esimerkkind kategoriasta 2 kohdat g-h: jouk-
koluokkien 4-1 ja 6-Z13 pri-maarimuodot).

Esim.4 a

Akselit joiden kiintopisteet sijoittuvat sdvelluokille, jakaantuvat edelleen
kolmeen alaryhméan:
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1 a) akselit,joiden kumpikaan kiintopiste ei kuulu joukkoon
(Esim.4 a-b: joukkoluokkien 4-26 ja 6-4 primaarimuodot)

1 b) akselit,joiden jompikumpi kiintopiste kuuluu joukkoon
(Esim.4 c-d: joukkoluokkien 3-9 ja 7-1 primaarimuodot)

1 ¢) akselit,joiden molemmat kiintopisteet kuuluvat joukkoon
(Esim.4 e-f: joukkoluokkien 4-6 ja 6-Z37 primaarimuodot)

Parillisen kardinaalisuuden omaavat 1-akselisesti symmetriset joukkoluo-
kat voivat olla akselityypeiltddn 1a)-, 1c- tai 2) -kohdan mukaisia. Akselin
tiytyy osallistua joukkoon molemmista kiintopisteistddn tai ei kummasta-
kaan. Jos se osallistuisi vain toisesta, jdisi kehykseen pariton mairéd sivel-
luokkia ja peilikuvamaisuus akselin suhteen ei voisi toteutua. ,

Parittoman kardinaalisuuden omaavat 1-akselisesti symmetriset joukko-
luokat voivat olla akselityypeiltddn vain 1b) -kohdan mukaisia. Yhden jou-
kon jdsenen tulee aina kuulua akseliin, ettd kehykseen jéisi parillinen maa-
Td jasenjd.

Téssd suhteessa moniakselisuus ei muuta tilannetta. Jokaisessa parillisen
kardinaalisuuden omaavan moniakselisesti symmetrisen joukkoluokan ji-
senjoukossa kukin akseli on joukon jisen molemmista kiintopisteistdidn tai
ei kummastakaan.

Jokaisessa parittoman kardinaalisuuden omaavan moniakselisesti sym-
metrisen joukkoluokan jdsenjoukossa kukin akseli on joukon jidsen vain
toisen kiintopisteensd osalta. Parittoman kardinaalisuuden omaavat moni-
akselisesti symmetriset joukkoluokat ovat 3- tai 9-jasenisid. 1-,5-,7- ja 11-jise-
niset symmetriat ovat kaikki 1-akselisia.

2.2.3. AKSELITYYPPIEN VAIKUTUS R-AVARUUDESSA

Useimmista symmetrisistd joukoista voidaan muodostaa R-avaruudessa
symmetrisissd asetelmissa olevia siveltasokombinaatioita. Se kuinka suuri
osa symmetrisen joukon tuottamista kaikista R-avaruudellisista sdveltaso-
kombinaatioista on symmetrisid, riippuu joukon akselityypistd. (R-avaruu-
den ollessa ddreton ymmairrettikoon kasitteelld "kaikki R-avaruudelliset si-
veltasokombinaatiot" tapauksia jonkin mielekkéddn rekisterin, esim. pianon
madrittdman, puitteissa).

I-avaruudessa kidinteissymmetrinen joukko on, kuten edelld todettiin,
symmetrinen aina akselin molempien kiintopisteiden suhteen, kuuluivat-
pa ne joukkoon tai eivdt. Rekisteriavaruudessa sensijaan symmetrisestd
joukosta johdettu sdveltasokombinaatio voi olla symmetrisessd asetelmassa
vain yhden kiintopisteen suhteen kerrallaan, toisen mahdollisuuden jia-
dessd kiyttimattd.5

Jos akselin kumpikaan kiintopiste ei kuulu joukkoon - koskee siis ryhmia
1a) ja 2) - kuuluvat kaikki joukon jisenet tietenkin kehykseen. Télldin ke-
hyksestd voidaan muodostaa lukuisia symmetrisid R-avaruudellisia sdvelta-
sokombinaatioita, silld "kdyttdmattomaksi" jadvd toinen akselin kiintopiste
ei piddse hiiritsemddn symmetrioiden muotoutumista. (Esim.5 a-f). Titen
esimerkiksi kaikki kaksijdsenisistd joukoista muodostetut sidveltasokombi-
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naatiot ovat symmetrisia.

Esimerkki 5: kohdissa 5 a-c on esimerkin 4 a joukosta 4-26/0 johdettuja
symmetrisid sidveltasokombinaatioita. Kohdissa 5 d-f on esimerkin 4 b jou-
kosta 6-Z4/0 johdettuja symmetrisia sdveltasokombinaatioita.

Esim.5a 5b 5¢ 5d 5e 5f
: >
iztr - > — — )
. -— H-—.——H
== — = = i
ﬁ—. = B aiefe————
=, : i e L jé_ #
- -

Jos akselin toinen kiintopiste kuuluu joukkoon, (akselityyppi 1b), on jou-
kosta johdettavissa vihemman symmetrisid sdveltasokombinaatioita. R-
avaruudellinen symmetria voi nimittdin toteutua tilldin vain niissd ta-
pauksissa, joissa kehys ryhmitellddn joukkoon kuuluvaa kiintopistetti
edustavan sidvelen ympirille (Esim.6 a, 6 b ja 6 e). Jos kehys ryhmitelldin
joukkoon kuulumatonta kiintopistettd edustavan sidvelen ympirille, rikkoo
joukkoon kuuluvaa kiintopistettd edustava sdvel symmetrisen muodostel-
man kaikissa (kaksinnuksia sisdltimattémissd) tapauksissa. (Esim.6 ¢ ja 6 f).
Edelliseen tapaukseen verrattuna on akselityypiltddn 1 b:td edustavista jou-
koista johdettavien R-avaruudellisten symmetrioiden méird suhteessa pie-
nempi. Kaksinnuksia kidyttimilld on r-avaruudellinen symmetria ndissikin
tapauksissa mahdollista muodostaa. (Esim.6 d ja 6 g).

Esimerkki 6: kohdissa a-d esimerkin 4 c joukosta 3-9/0 johdettuja sivelta-
sokombinaatioita. Kohdissa e-g esimerkin 4 d joukosta 7-1 /0 johdettuja si-
veltasokombinaatioita.

Esim.6 a 6b 6c 6d u6e 6f b g
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Jos akselin molemmat kiintopisteet kuuluvat joukkoon, ei joukosta voi il-
man kaksinnuksia muodostaa R-avaruudessa yhtddn symmetristd sivelta-
sokombinaatiota. Jokaisessa kaksinnuksia sisdltimittomissd tapauksessa
kdyttdmattomaksi jadvad kiintopistettd edustava sidvel rikkoo symmetrian.
Kaikki symmetriset joukkoluokat joiden akselin molemmat kiintopisteet
kuuluvat joukkoon, ovat siis erddnlaisia R-avaruudellisia piilosymmetrioi-
ta. Néitd joukkoluokkia on 13 kappaletta, 12 yksiakselisesti symmetristd
joukkoluokkaa ja kaksiakselisesti symmetrinen joukkoluokka 8-25, jonka
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kummankin akselin molemmat padt kuuluvat joukkoon. Joukkoluokat
ovat 4-6, 4-24, 6-Z28, 6-Z37, 6-ZA5, 6-Z48, 8-3, 8-8, 8-21, 8-25 (2-aks.), 8-26,
10-2 ja 10-4.

Esimerkki 7: kohdissa a-c on esimerkin 4 e joukosta 4-6/0 johdettuja sdvel-
tasokombinaatioita. 7 ¢ on kaksinnuksin saatu symmetriseen asetelmaan.
Kohdissa d-g on esimerkin 4 f joukosta 6-Z37/0 johdettuja sdveltaso-
kombinaatioita. 7 e ja g on kaksinnuksin saatu symmetriseen asetelmaan.

Esim.7 a 7b 7c¢ 7
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Niissd edellisistd tapauksista, joissa R-avaruudellinen symmetria voidaan
kaksinnuksitta muodostaa, on luonnollisesti mahdollista muodostaa myss
lukuisia epdsymmetrisid R-avaruudellisia asetelmia.

Esimerkki 8: kohdissa a-b esimerkin 4 a joukosta 4-26/0 johdettuja sdvelta-
sokombinaatioita. Kohdissa c-d esimerkin 4 b joukosta 6-4/0 johdettuja si-

veltasokombinaatioita.

Esim.8 a v 8b 8c 8d
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Pelkkad kiertosymmetrisyyttd edustavien joukkoluokkien 6-30 A ja 6-30 B
jasenjoukoilla ei ole akseleita, joten niistéd ei voida mydskddn muodostaa si-
veltasokombinaatioita, jotka ovat ryhmittyneet peilikuvamaisesti jonkin R-
avaruudellisen kiintopisteen ympérille.

Jokaisesta symmetrisestid sdveltasokombinaatiosta johdettava joukko on
symmetrinen. Kaikki symmetrisestd joukosta johdettavat sdveltasokombi-
naatiot eivit vilttimittd ole symmetrisid. Tdten voi esimerkiksi sdveltdja
symmetrisilld joukoilla operoidessaan tarkkailla akselityyppejd ja halutes-
saan peittdd tai tuoda esiin materiaalin R-avaruudellisia symmetriaominai-
suuksia. Toinen asia luonnollisesti on, minkilaisia kuulonvaraisesti ha-
vaittavia seuraamuksia tdllaisilla toimenpiteilld on. Himeenniemi ottaa
selvin kannan: "...pelkdstddn I-avaruudessa esiintyvit symmetriset raken-
teet ovat lihes aina mahdottomia kuulla".6 Hin tarkoittanee, ettd I-avaruu-
dellisen symmetrian tulee R-avaruudessakin olla symmetrisesséd asettelussa,
jotta sen symmetriaominaisuus olisi kuultavissa.
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2.2.4. KEHYSPERHEET

81:std yksiakselisesti symmetrisestd joukkoluokasta kuuluu ryhmidn 1
(akseli sdvelluokilla) 54 joukkoluokkaa (66,7 %) ja ryhmain 2 (akseli sdvel-
luokkien vilissd) 27 joukkoluokkaa (33,3 %).

1 a)-ryhmaéssé on 2-, 4-, 6-, 8- ja 10-jdsenisid joukkoluokkia, yhteensd 12 yk-
siakselisesti symmetristd joukkoluokkaa.

1 b)-ryhméan kuuluu 1-, 3-, 5-, 7-, 9- ja 11-jasenisid joukkoluokkia. Téssd
ryhméssd on kaksi alaryhmaa, silld yksi kehys mahdollistaa kaksi "variant-
tia": akselin molempien kiintopisteiden méarittdimien jisenten muodosta-
essa vuoroin joukon kehyksen kanssa syntyy useimmiten kaksi eri joukko-
luokkiin kuuluvaa joukkoa. (Esim.9). 1 b)- ryhmdédn kuuluu 30 yksiakseli-
sesti symmetristd joukkoluokkaa.

1 o)-ryhmissd voi olla vain parillisen kardinaalisuuden omaavia, siis 2-, 4-,
6-, 8- tai 10-jisenisid joukkoja. Tdssd ryhmissd on yhtd monta jisentd, 12,
kuin ryhméssd 1 a), silld jokaista tyhjin akselin tapausta - pelkkd kehys -
kohden on aina tiyden akselin tapaus - joukon jisenet muodostuvat kehyk-
sestd ja akselin molemmista kiintopisteista.

Esim 9:

Esimerkki 9: (edell. sivu) kolme "kehysperhettd". Kunkin vaakarivin va-
semmanpuoleinen joukko on pelkkd kehys. Vaakarivin kahdessa keskim-
miisessd sidvelluokkaympyrédssd ovat tapaukset, joissa kiintopistevariantit
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muodostavat vuoroin joukon kehyksen kanssa. Oikeanpuoleisimmassa
tapauksissa kuuluvat molemmat kiintopisteet joukkoon.

Kaikista akselityyppid 1 edustavista joukoista voidaan siis muodostaa yh-
teisen kehyksen perusteella toisiinsa liittyvien symmetrioiden ryhmid. Kun
mukaan otetaan moniakseliset symmetriat, jotka voivat osallistua useam-
paan perheeseen - olla tyhjin akselin tapauksena yhden akselinsa suhteen
jossakin perheessd ja tiyden akselin tapauksena toisen akselinsa suhteen
jossain toisessa perheessd - saadaan yhteensd 20 kehysperhettd. (Taulukko
alla). Useissa tapauksissa perheen ne kaksi jisentd, joissa vain akselin toi-
nen kiintopiste kuuluu joukkoon, ovat saman joukkoluokan jisenjoukko-
ja.

Taulukko 1: kehysperheet

hisd k k +ak k +aks.2.k dysi keh

1) 0~-1 1-1 1-1 2-6*
2) 2-2 3-1 3-9 4-6

3) 2-4 3-6 3-12 4-24
4) . 2-6* 3-10 sama 4-28
5) 4-3 5-1 5-17 6-237
6) 4-8 5-12 5-22 6-~228
7) 4-21 5-8 5-34 6-245
8) 4-25 (1) 5-15 sama 6-7 *
9) 4-25 (2) 5-33 sama 6-35*
10) 4-26 5-37 5-35 6-748
11) 6-24 7-1 7-17 8-3
12) 6-7* 7-15 sama 8-25 (1)
13) 6-223 7-8 7-34 8-21
14) 6-226 7-37 7-35 8-26
15) 6-35* 7-33 sama 8-25 (2)
16) 6-749 7-12 7-22 8-8
17) 8-6 9-1 9-9 10-2
18) 8-24 9-6 9-12 10-4
19) 8-28 9-10 sama 10-6%
20) 10-6* 11-1 sama 12-1

Asteriski (*) viittaa moniakselisiin symmetrioihin, jotka kuuluvat kah-
teen perheeseen, ollen jossakin perheessi tyhjin akselin tapauksia ja jossa-
kin toisessa perheessa tiyden akselin tapauksia. Kahden keskimmaiisen sa-
rakkeen tapauspareja varten, joissa akselin kiintopisteet kuuluvat vuoroin
joukkoon, muodostetaan valintakriteeri kidyttden perusteena kiintopisteji-
senen etdisyyttd kehyksestd. Kahdesta mahdollisuudesta on 1. kiintopisteek-
si (k.p.) nimetty se, josta on lyhyempi matka kehyksen ldhimpiin jiseniin ja
2. kiintopisteeksi se, josta on pidempi matka kehyksen ldhimpiin jaseniin.
Jos molemmat tapaukset kuuluvat samaan joukkoluokkaan, lukee 2. kiin-
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topisteen sarakkeessa "sama".

Tarkoitukseni ei ole esittdd kehysperheen idealle asemaa yhtend joukko-
jen vilisten ldheisyyden kriteereistd, esimerkiki Forten maéirittelemien R-
suhteiden tyyliin.7 Kaikilla timéintyyppisilld kriteereillihin on se yhteinen
ongelma, ettd ne ovat ehdottoman eksakteja paperilla, mutta annetussa mu-
siikillisessa tilanteessa niiden merkitys niin analyyttiselta kuin kuuloha-
vainnolliseltakin kannalta saattaa liueta muiden huomiosta osansa vaativi-
en aspektien joukkoon siind mairin perusteellisesti, ettd kriteerin madaritti-
mién suhteen todellinen ominaispaino saattaa jdddid varsin tulkinnanava-
raiseksi kysymykseksi.

Miellettdkd6n kehysperheet timdn vuoksi vaikkapa vain ndytoksi siitd,
kuinka selkedksi kokonaisuudeksi tietyt joukot on annetun symmetriaan
liittyvin ominaisuuden avulla mahdollista jirjestda.

2.2.5. 1-AKSELISESTI SYMMETRISTEN JOUKKOLUOKKIEN
INTERVALLIKOT

Joukon symmetriaominaisuudet ovat todettavissa paitsi sdvelluokkaym-
pyrdn, myds pelkin intervallikon avulla. Joukon kédnteissymmetrisyys sel-
vidd tutkimalla, 16ytyyko sen intervallikosta jokin kohta, josta kidsin myoti-
ja vastapdivaan (tai mikili ajatellaan intervallikkoa numerojonona,.seki
vasemmalta oikealle ettd oikealta vasemmalle) muodostuvat sykliset per-
mutaatiot ovat identtiset. Mahdollisesti 16ytynyt kohta viittaa yhteen sym-
metria-akselin kiintopisteeseen.8

Téhdn kdidnteissymmetristen intervallikoiden ominaisuuteen viitataan
useissa teksteissd. "...total invariance under inversion can be created if an
array is equal to one or more cyclic permutations of its retroversion".9 "An
inversionally symmetrical set always has a "canonical ordering" whose
interval series is its own retrograde".10 "[symmetrisissi] tapauksissa sama
intervallikko voidaan lukea sdvelluokkaympyriintervalleista sekd myotd-
ettd vastapiivaan".11

Koska kdidnteissymmetrinen joukko on aina symmetrmen akselin kum-
mankin kiintopisteen suhteen, on ymmérrettivia ettd timd ominaisuus ni-
kyy my6s intervallikosta. Néinollen, jos intervallikosta 16ytyy jokin identti-
sen myotéd- ja vastapdividisen syklisen permutaation tuottava kohta, 16ytyy
sieltd automaattisesti myds toinen identtisen myo6té- ja vastapdiviisen per- -
mutaation tuottava kohta. Ja aivan kuten moniakselisesti symmetrinen
joukko on symmetrisessid asetelmassa jokaisen akselin kummankin kiinto-
pisteen suhteen, on moniakselisesti symmetrisen joukon intervallikossa ak-
selien kiintopisteiden summaa vastaava méidrd identtisen myota— ja vasta-
pdivdisen permutaation tuottavia kohtia.

Yksiakselisesti symmetrisen joukon/joukkoluokan intervallikon tunnis-
taa siis aina siitd, ettd silld on kaksi identtisen myGté- ja vastapdivdisen sykli-
sen permutaation tuottavaa kohtaa.
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Esimerkki 10: joukkoluokan 4-20 intervallikko on -1434-. Jos ldhtékohtana
kidytetddn intervallia 1, saadaan molempiin suuntiin lukemalla syklinen
permutaatio -1434-. Jos taas ldht6kohtana kdytetddn intervallia 3, saadaan
molempiin suuntiin lukemalla syklinen permutaatio -3414-. Muita identti-
sen myoéta- ja vastapdivdisen syklisen permutaation tuottavia kohtia ei ole.
Joukkoluokka 4-20 on yksiakselisesti symmetrinen.

Esimerkki 11 :joukkoluokan 4-19 A intervallikko on -1344-. Intervallikos-
ta ei 16ydy yhtdan kohtaa, josta kisin luettuna my6ti- ja vastapdivdinen syk-
linen permutaatio olisivat samat. Joukkoluokka 4-19 A on epdsymmetrinen.

Esim.10 Esim.11 Esim.12

Esimerkki 12: joukkoluokan 4-24 intervallikko on -2244-. Jos tarkastelun
lahtokohta sijoitetaan kahden kakkosen-wiliin, saadaan molempiin suun-
tiin luettuna sykliset permutaatiot -2442-. Jos ldhtokohta timén jilkeen si-
joitetaan kahden nelosen viliin, saadaan molempiin suuntiin luettuna syk-
liset permutaatiot -4224-. Muita identtisen myotd- ja vastapdivdisen syklisen
permutaation tuottavia kohtia ei ole. Joukkoluokka 4-24 on yksiakselisesti
symmetrinen.

Esimerkistd 12 kdy ilmeiseksi, miksi edelld on puhuttu intervallikon
"kohdasta", eikd esimerkiksi sen jasenestd. Kddnteissymmetrisyyden edellyt-
tdma samanlainen myo6ti- ja vastapdivdinen syklinen permutaatio voi alkaa
yhtd hyvin numerolta kuin kahden numeron vilistdkin.

Esimerkki 13: joukkoluokan 5-12 intervallikko on -12216-. Jos 1dht6koh-
daksi otetaan intervalli 6, saadaan molempiin suuntiin lukemalla syklinen
permutaatio -61221-. Niinikddn voidaan aloittaa kahden kakkosen vilista,
jolloin saadaan molempiin suuntiin lukemalla syklinen permutaatio
-21612-. Muita identtisen myo6td- ja vastapdivdisen syklinen permutaation
tuottavia kohtia ei ole. Joukkoluokka 5-12 on yksiakselisesti symmetrinen.

Yksiakselisesti symmetrisen intervallikon identtiset myoté- ja vastapai-
vdismuodot tuottavat kohdat voivat siis sijoittua kahdelle numerolle, kah-
den numeroparin viliin tai yhtaikaisesti sekd numerolle ettd kahden nume-
ron viliin. TAma seikka liittyy kohdassa 2.2. esiteltyihin akselityyppeihin.

Koska intervallikon jisenet viittaavat sdveltasojen vilisiin etdisyyksiin,
on ilmeistd ettd mikdli symmetria-akselin kiintopiste osuu joukon jdsenille,
osuu kiintopistettd vastaava identtisen myo6ti- ja vastapdivdispermutaation
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tuottava kohta intervallikon jisenten viliin ja pdinvastoin.

Esimerkki 14: yksiakselisesti symmetrisen joukkoluokan 4-3 intervallikos-
sa -1218- osuvat molemmat saman myoti- ja vastapdivdisen syklisen per-
mutaation tuottavat kohdat intervallikon jisenille. Kakkosesta l1ihdettdessi
syklinen permutaatio on -2181- molempiin suuntiin ja kahdeksikosta ldh-
dettdessd -8121- molempiin suuntiin. Ympyrda kayttavassa esitystavassa ta-
mid merkitsee sitd,ettd kumpikaan akselin kiintopisteistdi ei kuulu jouk-
koon. Primaarimuodossa joukon jdsenet ovat {0,1, 3,4}, akselin kiintopistei-
den sijoittuessa sdvelluokille 2 ja 8.

Esimerkki 15: 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 4-6 intervallikossa
-1155- osuvat molemmat identtisen my6ti- ja vastapdivdisen syklisen per-
mutaation tuottavat kohdat intervallikon jasenten viliin. Kahden ykkd&sen
vilistd ldhdettdessd syklinen permutaatio on -1551- molempiin suuntiin, ja
kahden viitosen vilistd ldhdettdessd -5115- molempiin suuntiin. Ympyréesi-
tyksesti huomataan, etti akselin molemmat kiintopisteet kuuluvat jouk-
koon. Primaarimuodossa joukon jisenet ovat (0,1,2,7}, kiintopisteiden sijoit-
tuessa sivelluokille 1 ja 7.

Esimerkki 16: yksiakselisesti symmetrisen joukkoluokan 5Z-17 intervalli-
kossa -12144- osuu toinen identtisen myo6ti- ja vastapdivdisen syklisen per-
mutaation tuottavista kohdista intervallikon jisenelle ja toinen kahden ja-
senen viliin. Kakkosesta ldhdettdessd syklinen permutaatio on -21441- mo-
lempiin suuntiin, ja kahden nelosen vilistd ldhdettdessid -41214- molempiin
suuntiin. Ympyridesityksestd ndhddin, ettd akselin toinen kiintopiste kuu-
luu joukkoon ja toinen ei. Primaarimuodossa joukon jidsenet ovat
{0,1,3,4,8). Kiintopisteet osuvat sdveltasoille 2 - ei kuulu joukkoon - ja 8 -
kuuluu joukkoon.

Kohdassa 2.2. kidvi ilmi, ettd on olemassa kahdenlaisia tapauksia, joissa ak-
selin kumpikaan paa ei kuulu joukkoon. Kohdan 1 a) tapauksissa kiintopis-
teet sijoittuvat sidvelluokille ja kohdan 2) tapauksissa kiintopisteet sijoittu-
vat sdvelluokkien véleihin. Intervallikoissa ilmenee kiintopisteiden jouk-
koon kuulumattomuus identtisen myo6td- ja vastapdivdispermutaation
tuottavien kohtien sijoittumisena intervallikon jisenille.

Niissd tapauksissa, joissa kiintopisteet sijoittuvat sdvelluokille, ovat mo-
lemmat identtisen myo6td- ja vastapdivdispermutaation madrittivit inter-
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vallikon jasenet parillisia. Niissd tapauksissa, joissa kiintopisteet sijoittuvat
sdvelluokkien vileihin, ovat molemmat identtisen myo6ta- ja vastapaiviis-
permutaation mairittdvit intervallikon jasenet parittomia.

Tama johtuu siitd, ettd kiintopisteet osuvat molempien identtisen myota-
ja vastapdivdispermutaation madrittivien intervallikon jidsenten ajateltuun
keskipisteeseen. Jos jokin tillainen jdsen on intervallikossa esimerkiksi in-
tervalli 3, tarkoittaa tdima joukon tasolla sitd, ettd akselin kiintopiste osuu
paikkaan, josta on sekd myétd- ettd vastapdivadn kuljettaessa yhta pitkd mat-
ka joukon lahimpiin jadseniin, ja ettd tuo matka on puolet kolmesta puolisi-
velluokka-askeleesta eli puolitoista puolisdvelluokka-askelta. Toisen kiinto-
pisteen osuessa kuuden puolisivelluokka-askeleen paihin sijoittuu akseli
sdvelluokkien viliin. ,

Jos identtisen my6ti- ja vastapdivdispermutaation médrittdva intervalli-
kon jisen on numeroarvoltaan 1, merkitsee tdma joukossa sitd, ettd kiinto-
pisteestd on matkaa ldhimpiin joukon jiseniin neljisosasdvelluokka-askel.
Jos jdsen on intervallikossa numeroarvoltaan 5, on kiintopisteestd matkaa
joukon ldahimpiin jdseniin kaksi ja puoli puolisdvelluokka-askelta jne.

Jos taas identtisen myo6ti- ja vastapdivdispermutaation maarittdva inter-
vallikon jisen on parillinen, osuu akselin kiintopiste ympyrélld (intervalli-
kon jdsenen ajatellun puolittamisen jilkeen) aina sdvelluokalle. Kahdella
jaettuna parillinen intervallikon jisen tuottaa aina osamiirdksi kokonais-
luvun.

Esimerkki 17: 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 6-32 intervallikossa
-221223- identtisen mydta- ja vastapdivdispermutaation tuottavat kohdat si-
joittuvat jasenille 1 ja 3. Sykliset permutaatiot ovat -122322- ja -322122-. Nai-
den intervallikon jisenten numeroarvojen jakaminen kahdella osoittaa, et-
td akselin toisesta kiintopisteestd on joukon ldhimpiin jdseniin matkaa nel-
jisosasdvelluokka-askel ja toisesta puolitoista puolisdvelluokka-askelta. Pri-
maarimuodon {0,2,4, 5,7,9]) tapauksessa toinen kiintopiste sijoittuu sédvel-
luokkien 4 ja 5 viliin, toinen sdvelluokkien 10 ja 11 véliin.

Esim. 17 Esim. 18

Esimerkki 18: 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 6-Z26 intervalli-
kossa -122214- identtisen myo6ta- ja vastapdivdispermutaation tuottavat koh-
dat sijoittuvat keskimmadiselle kakkoselle sekd neloselle. Sykliset permutaa-
tiot ovat -221412- ja -412221-. Kakkosen ja nelosen numeroarvojen jakami-
nen kahdella osoittaa, ettd akselin toisesta kiintopisteestd on joukon liahim-
piin jaseniin matkaa 1 puolisdvelluokka-askel, toisesta kaksi puolisdvel-
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luokka-askelta. Kiintopisteet sijoittuvat ndinollen sidvelluokille. Primaari-
muodon (0,1,3,5,7,8} tapauksessa toinen kiintopiste sijoittuu sdvelluokalle 4
ja toinen sdvelluokalle 10.

2.2.6. AKSELIN SIJOITTUMINEN JASENJOUKOISSA

Intervallikosta voidaan paitelld, mille sdvelluokille tai minkd sdvelluok-
kien viliin symmetria-akselin kiintopisteet sijoittuvat joukkoluokan kussa-
kin jisenjoukossa. _

Intervallikon alusta etsitddn ensimmadinen identtisen myd6ta- ja vastapii-
vdispermutaation tuottava kohta. Ensimmadinen kriteerit tayttiva kohta riit-
tdd, silld toinen kohta sijoittuu joka tapauksessa kuuden puolisdvelluokka-
askeleen pdahan.

Jos ensimmadinen akselin kiintopistettd osoittava kohta sijoittuu kahden
numeron viliin, on kiintopisteen etdisyys intervallikon alusta sama kuin
kohdan vasemmalle puolelle jidvien intervallikon jisenten summa.

Esimerkki 19 : yksiakselisesti symmetrisen joukkoluokan 6-Z28 intervalli-
kossa -122133- on ensimmadinen identtisen myd&ti-ja vastapdivdispermutaa-
tion tuottava kohta kahden kakkosen vilissd. Symmetria-akselin kiintopis-
teen etdisyys intervallikon alusta on todetun kohdan vasemmalla puolella
olevien jdsenten summa, 1+2=3. Akselin kuuden puolisdvelluokka-aske-
leen padssi olevan toisen kiintopisteen etdisyys on 3+6=9.

Téllgin on saatu selville vasta kiintopisteiden suhteellinen sijainti inter-
vallikon sisdlld. Tietyn jdsenjoukon akselin kiintopisteiden todellisen si-
jainnin selvittimiseksi tarvitaan myos joukon normaalijisenen numeroar-
vo. Se lisdtddn kiintopisteitd osoittavien kohtien numeroarvoihin. Saadut
kaksi summaa osoittavat joukon symmetria-akselin kiintopisteiden sijain-
nin.

Kun tutkitaan joukkoluokan 6-Z28 primaarimuodon symmetria-akselin -
kiintopisteiden sijainnit, lasketaan niiden etdisyyttd intervallikon alusta
osoittavien intervallien numeroarvoihin normaalijisenen numeroarvo 0.
0+3=3 ja 0+9=9. Primaarimuodon symmetria-akselin kiintopisteet sijaitsevat
sdvelluokilla 3 ja 9. (Esim.19 a).

Tutkittaessa 2. jisenjoukon symmetria-akselin kiintopisteet lasketaan
2+3=5 ja 2+9=11. Kiintopisteet sijaitsevat sdvelluokilla 5 ja 11. (Esim.19 b).

Esim. 19 a
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Jos 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan intervallikossa ensimmainen
identtisen my6té- ja vastapdivdispermutaation méirittivd kohta osuu inter-
vallikon jasenelle, selvidd kiintopisteen suhteellinen etdisyys intervallikon
alusta laskemalla yhteen todetun kohdan vasemmalla puolella olevat jise-
net ja puolet itse kohdan maéérittdvan jisenen numeroarvosta.

Esimerkki 20: 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 6-Z26 intervallikos-
sa -122214- on ensimmadinen identtisen my6ti- ja vastapdivdispermutaation
madrittdvd kohta keskimmadiselld kakkosella. Akselin kiintopisteen etdisyys
intervallikon alusta selvidd laskemalla yhteen keskimmiisen kakkosen va-
semmalla puolella olevat jdsenet, 1+2=3, sekd lisddmilld summaan puolet
keskimmadisen kakkosen numeroarvosta: 3+1=4. Akselin toisen kiintopis-
teen etidisyys intervallikon alusta on 4+6=10.

Normaalijdsenelld n varustetun jasenjoukon kiintopisteiden sijainti sel-
vidd tdmdin jidlkeen laskemalla n+4 ja n+10. Primaarimuodon tapauksessa
lasketaan 0+4=4 ja 0+10=0. Kiintopisteet sijaitsevat sdvelluokilla 4 ja 10.
(Esim. 20 a). 1. jasenjoukon symmetria-akselin kiintopisteet sijaitsevat séi-
velluokilla 1+4=5 ja 1+10=11. (Esim. 20 b). 4. jisenjoukon symmetria-akselin
kiintopisteet sijaitsevat puolestaan sivelluokilla 4+4=8 ja 4+10=14=2. (Esim.
20 0).

2. 3. KOMPLEMENTTIJOUKKOLUOKKIEN SYMMETRISYYS

Komplementtijoukkoluokkien12 keskindinen suhde symmetriaan nou-
dattelee tarkkoja lainalaisuuksia. Jos joukkoluokka on symmetrinen, on sen
komplementtijoukkoluokkakin aina symmetrinen. Symmetrisilld komple-
menttijoukkoluokilla on yhteinen symmetriatyyppi. n-akselisesti symmetri-
sen joukkoluokan komplementtijoukkoluokka on myds n-akselisesti sym-
metrinen. :

Jos yksiakselisesti symmetrisen joukkoluokan jdsenjoukoissa akselin kum-
pikaan kiintopiste ei ole joukon jdsen, on sen yksiakselisesti symmetrisen
komplementtijoukkoluokan jidsenjoukoissa akselin kumpikin kiintopiste
joukon jisen.

Esim.21 a): joukkoluokan 4-8 primaarimuoto. 21 b): 4-8:n komplementti-
luokan, joukkoluokan 8-8 primaarimuoto. 21 c): joukkoluokan 6-Z23 pri-
maarimuoto. 21 d): 6-Z23:n komplementtiluokan, joukkoluokan 6-Z45 pri-
maarimuoto.

71



Jos yksiakselisesti symmetrisen joukkoluokan jdsenjoukoissa akselin toi-
nen kiintopiste on joukon jdsen, on myos sen yksiakselisesti symmetrisen
komplementtijoukkoluokan jisenjoukoissa akselin toinen kiintopiste jou-
kon jisen.

Esim.22 a): joukkoluokan 3-6 primaarimuoto. 22 b): 3-6:n komplementti-
luokan, joukkoluokan 9-6 primaarimuoto. 22 c): joukkoluokan 5-22 primaa-
rimuoto. 22 d): 5-22:n komplementtiluokan, joukkoluokan 7-22 primaari-
muoto. '

Esim.22 a

Jos yksiakselisesti symmetrisen joukkoluokan jdsenjoukoissa akseli on si-
velluokkien vilissd, on my0s sen yksiakselisesti symmetrisen komplement-
tijoukkoluokan jasenjoukoissa akseli sdvelluokkien vilissa.

Esim.23 a): joukkoluokan 6-Z29 primaarimuoto. 23 b): 6-Z29:n komple- -
menttiluokan, joukkoluokan 6-Z50 primaarimuoto. 23 ¢): joukkoluokan 2-1
primaarimuoto. 23 d): 2-1:n komplementtiluokan, joukkoluokan 10-1 pri-
maarimuoto.

23 ¢
0.0

Samat komplementtijoukkoluokkien akseleita koskevat lainalaisuudet
patevdt myds moniakselisesti symmetristen komplementtijoukkoluokkien
vililld. Jos tietyssd moniakselisesti symmetrisessd joukossa on akseli jonka
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molemmat kiintopisteet kuuluvat joukkoon, on sen komplementtijoukos-
sa akseli jonka kumpikaan kiintopiste ei kuulu joukkoon. Jos tietyssd moni-
akselisesti symmetrisessd joukossa on akseli jonka toinen kiintopiste kuu-
luu joukkoon, on sen komplementtijoukossa niinikddn akseli jonka toinen
kiintopiste kuuluu joukkoon. Jos tietyssd moniakselisesti symmetrisessa
joukossa osa akseleista on sdvelluokilla ja osa sdvelluokkien vileissd, on
sen komplementtijoukossakin osa akseleista sdvelluokilla ja osa sdvelluok-
kien vileissi. Komplementtien vilinen akselien "tase" siilyy siis aina va-
kiona.

Esim.24 a): joukkoluokan 4-9 primaarimuoto. 24 b): 4-9:n komplementti-
luokan, joukkoluokan 8-9 primaarimuoto. 24 c¢): joukkoluokan 2-6 primaa-
rimuoto. 24 d): 2-6:n komplementtiluokan, joukkoluokan 10-6 primaari-
muoto. Esim.24 e): joukkoluokan 3-12 primaarimuoto. 24 f): 3-12:n komple-
menttiluokan, joukkoluokan 9-12 primaarimuoto. 24 g): joukkoluokan 4-28
primaarimuoto. 24 h): 4-28:n komplementtiluokan, joukkoluokan 8-28 pri-
maarimuoto.

Esim. 24 a 24 c¢c

Koska akselit kdyttdytyvat aina komplementtisuhteissa ennustettavalla ta-
valla, seuraa tdstd myo6s dskeisten kehysperheiden komplementtisuus koko-
naisuuksina. Tiettyyn perheeseen kuuluvien joukkoluokkien komplement-
tijoukkoluokat muodostavat keskenddn oman perheen. Tyhjin akselin per-
heenjdsentd edustavan joukkoluokan komplementtijoukkoluokasta tulee
komplementtiperheessd tiyden akselin perheenjisentd edustava joukko-
luokka ja pédinvastoin. Kahden keskimmaisen sarakkeen jisenet ovat kes-
kimmaisid komplementtiperheissakin.

2. 4. KIERTOSYMMETRIAT

Kiertosymmetrisid joukkoluokkia on 17 kappaletta. Néistd tyhjd joukko-
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luokka 0-1, jonka ainoa jasenjoukko on tyhjd joukko, muodostaa erikoista-
pauksen. Se ei koostu sdvelluokkia sisiltdvistd joukoista eiki silld ole inter-
vallikkoa. Seuraavassa kisitellddn kuuttatoista sdvelluokkajoukoista koos-
uvaa ja intervallikon omaavaa kiertosymmetristd joukkoluokkaa, vaikka
myds tyhjad joukkoa ja tyhjdd joukkoluokkaa tullaan lyhyesti sivuamaan.
Yhteensd sidvelluokista koostuvia kiertosymmetrisid joukkoja on 75 kappa-
letta, eli alle 2 % kaikkien joukkojen méiirasta.

Kiertosymmetriset joukkoluokat jakautuvat kahteen alaryhmiin, pelk-
kiin kiertosymmetrioihin ja moniakselisiin symmetrioihin. Pelkkiin kierto-
symmetrioihin lukeutuu kaksi akselitonta kdadnteisjoukkoluokkaa, 6-30 A ja
6-30 B. Intervallikon omaaviin moniakselisiin symmetrioihin lukeutuu 14
joukkoluokkaa, jotka ovat 2-, 3-, 4-, 6- tai 12-akselisia. (Ks. kohta 1.4).

2.4.1. KIERTOSYMMETRISTEN JOUKKOLUOKKIEN INTERVALLIKOT

Joukkoluokan suhde kiertosymmetrisyyteen on helposti havaittavissa sen
intervallikosta. Jokaisen kiertosymmetrisen joukkoluokan intervallikko
koostuu kahdesta tai useammasta keskendidn samanlaisesta jaksosta. Yhden-
kddn epadsymmetrisen tai 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan interval-
likossa sitdvastoin jaksollisuutta ei ole.13

2.4.2. KIERTOSYMMETRISTEN JOUKKOLUOKKIEN JASENJOUKKOJEN
MAARAT

Kiertosymmetrinen joukko on itseensikiertyvyytensid vuoksi rajoitetusti
transponoituva. Sitd voidaan toki transponoida kaikilla kahdellatoista
transpositiointervallilla - mahdollisten transpositioiden maird on symmet-
riaominaisuuksista riippumaton tekiji - mutta osa transpositioista on aina
sdvelluokkasisdllGiltddn keskenddn identtisid. Téstd seuraa, ettd kiertosym-
metrisessd joukkoluokassa on aina vihemmin kuin 12 jisenjoukkoa. Nii-
den lukuméird on yhtd suuri kuin intervallikon yhden jakson jisenten nu--
meroarvojen summa.

Vaihtoehtoisesti jasenjoukkojen méird selvidd jakamalla kaikkien trans-
positioiden maard, 12, intervallikon jaksojen lukumairalia.14.

2.4.3. PELKAT KIERTOSYMMETRIAT

Joukkoluokkien 6-30 A ja 6-30 B intervallikot ovat -123123- ja -213213-.
Kumpikin koostuu kahdesta jaksosta, A kahdesti jaksosta 123 ja B kahdesti
jaksosta 213.

Transponoitaessa 6-30 A:n tai 6-30 B:n mielivaltaista jisenjoukkoa kaikilla
transpositiointevalleilla tuottavat transpositiointervalli t ja transpositioin-
tervalli t+6 aina samansisiltdisen joukon. Jasenjoukkojen lukumiird kum-
massakin joukkoluokassa on 6. (1+2+3=6 / 24+1+3 =6 tai vaihtoehtoisesti: 12
jaettuna jaksojen lukumadirilld 2 = 6). Kaikkiaan pelkistddn kiertosymmet-
risid joukkoja on 2*6=12 kappaletta. Kiinteissymmetrisyyden puuttuminen
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nikyy intervallikoissa siitd, ettd identtisid myoti- ja vastapdivdispermutaati-
oita tuottavia kohtia ei ole. Joukkoluokkien kiinteisyys sensijaan nikyy sii-
td, ettd jokaista A:n syklistd permutaatiota kohden on pdinvastainen B:n
syklinen permutaatio.15

Esimerkki 25: joukkoluokkien 6-30 A ja 6-30 B primaarimuodot sivelluok-
kaympyréilla.

Esim.25 a 25b

Kiertosymmetrioiden tapauksissa voidaan jisenjoukkomatriiseja ja ins-
tanssimatriiseja vertailemalla havainnollistaa kiertosymmetristen joukko-
luokkien erityispiirteitd. Jisenjoukkomatriisissa on aina vihemméin kuin
12 jasenjoukkoa. Instanssimatriisissa sensijaan on symmetriaominaisuuk-
sista riippumatta 12 jdseninstanssia. Alle 12-jisenjoukkoisuudesta huoli-
matta kiertosymmetristd joukkoa voidaan transponoida kaikilla kahdella-
toista transpositiointervallilla, jolloin osa transpositioista on samansisiltdi-
sid. Ndinollen intervallikon E omaavasta kiertosymmetrisesti rakenteesta
johdettu instanssimatriisi on samanlainen kuin matriisi, johon on koottu
saman intervallikon E omaavan kiertosymmetrisen joukon kaikki transpo-
sitiot.16

Esim. 25 ¢ 25d
01 23456789101 01 23456789101
ER N Al N oMM N Al N 0.
HE n HE N |/ (ER = BN W [
RE m | mE W2 W@ [m | |wn_|m?
|| HE N HE |30 AN N HE |3
[ | HE N BN+ B AN n Hl4
H N HE HSH W HE B |_|§]
6N [N HE B 6
7_(HA R EE W |
8 HE B HE (Nls
9l Al B Bl |9
0] N BN N H|l|ic
NnA_ N HE N i

01t 234567891011

Esimerkissd 25 ¢ on joukkoluokan 6-30 A, intervallikoltaan -123123-, jisen-
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joukkomatriisi. Esimerkissd 25 d on intervallikon -123123- omaavasta ra-
kenteesta johdettu instanssimatriisi.

Esimerkissi 25 e on joukkoluokan 6-30 B, intervallikoltaan -213213-, jisen-
joukkomatriisi. Esimerkissd 25 f on intervallikon -213213- omaavasta raken-
teesta johdettu instanssimatriisi. :

Esim. 25 ¢ 25 ¢
01 23456789101 01 234561789101
H AN H NN o/l NN H EN 0
H AN H BN (' H BN H RN
N (EN B (N2 H NE H HN?2
|| H HE H (W3N H N N (W3
0L N En H |[4WN H mn B |4
L H BN HS BN H EE IS
6(H |HN H RE 6
71 |N| [(HN H EWE |7
8 H BN N HNls
| | H HE H [N
10/HNR H (B W 10
n Ame N EN |
0123456789101

2.4.4. MONIAKSELISET SYMMETRIAT

Kaikki moniakseliset symmetriat ovat seké kierto- ettd kddnteissymmetri-
oita. Pelkkien kiertosymmetrioiden tapaan moniakselisesti symmetrisen
joukkoluokan intervallikko on jaksollinen. Tdémén lisdksi siind on identti-
sen myotd- ja vastapdivdispermutaation tuottavia kohtia. n-akselisesti sym-
metrisen joukkoluokan intervallikossa identtisen mydtid- ja vastapdiviis-
permutaation tuottavia kohtia on 2 * n kappaletta. (Ks. kohta 2.5.). Interval-
likon jaksojen lukuméird on sama kuin akselien mééri, joten jdsenjoukko-
ja on 12 jaettuna akselien méaralla.

2.4.4.1. 2-akselisesti symmetriset joukkoluokat

Kisitteistdd -luvun kohdassa 6 (Joukkoluokkien muodostuksesta) tutkit-
tiin n-jisenisten joukkoluokkien madrid selvittdmailld, kuinka monta eri-
laista (normaalijdrjestyksistd) kahdeksitoista summautuvaa n-jasenistd nu-
merojonoa on olemassa. Kukin numerojono vastaa yhtd intervallikkoa,
joista kukin viittaa yhteen joukkoluokkaan. Vastaavaa tekniikkaa kiyttien
voidaan tutkia n-akselisesti symmetristen joukkoluokkien madrid.

Seuraavassa selvitetdin, kuinka monta 2-akselisesti symmetristid joukko-
luokkaa on olemassa. Jokaisen tillaisen joukkoluokan intervallikko on
koostunut kahdesta identtisestd jaksosta, ja jisenten summa on kardinaali-
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suudesta riippumatta 12. Toisaalta tiedetddn, ettd pelkkdd kiertosymmetri-
syyttd edustavien joukkoluokkien 6-30 A ja 6-30 B intervallikot ovat niin-
ikddn 2-jaksoisia, mutta niiltd puuttuvat identtiset myo6té- ja vastapdiviis-
permutaation tuottavat kohdat.

Tédmén perusteella voidaan paitelld, ettd 2-akselisesti symmetrisid joukko-
luokkia on yhtd monta kuin kahdeksitoista summautuvia normaalijirjes-
tyksisid numerojonoja, jotka a) koostuvat kahdesta identtisestd jaksosta, b)
sisdltdvit identtisen myotd- ja vastapdivdispermutaation tuottavia kohtia.

Kriteerit tayttdvid tapauksia on 7 kappaletta:

1) 6+6 = 12, 2) 1+5+1+5 = 12,
3) 2+4+2+4 = 12, 4) 1+1+4+1+1+44 = 12,
5) 1+1+1+3+1+1+4+1+3 = 12, 6) 1+1+2+2+1+1+2+2 = 12,

7) 1+41+1+14+2+14+14+14+142 = 12

Muodot 4+2+4+2=12, 5+1+5+1=12, 1+4+1+1+4+1=12 jne. ovat normaalijir-
jestyksisten jonojen syklisid permutaatioita.

Jokaisen yhteenlaskettavien jonon vastatessa yhtd intervallikkoa ja kun-
kin intervallikon viitatessa yhteen joukkoluokkaan on kaksiakselisesti sym-
metrisid joukkoluokkia seitsemén kappaletta:

Komplementtijoukkoluokkapari 2-6/10-6, intervallikoiltaan -66- ja
-1111211112-. (Esim.26 a-b).

Komplementtijoukkoluokkapari 4-9/8-9, intervallikoiltaan -1515- ja
-11131113-. (Esim. 26 c-d).

Komplementtijoukkoluokkapari 4-25/8-25, intervallikoiltaan -2424- ja
-11221122-. (Esim.26 e-f).
Itsekomplementoiva heksakordi 6-7, intervallikoltaan -114114- (Esim.26 g).
Esimerkeissid joukkoluokkien primaarimuodot.

Kaikki 2-akseliset symmetriat edustavat parillisia kardinaalisuuksia. Tama
on ilmeistd, silld parittomasta madrédstd kokonaislukuja ei voi summata
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kahtatoista siten, ettd yhteenlaskettavista luvuista olisi muodostettawssa
kaksijaksoinen numerosarja.

Kussakin kaksiakselisesti symmetrisessid joukkoluokassa on kuusi jisen-
joukkoa. Kaikkiaan 2-akselisesti symmetrisid joukkoja on 7*6=42 kappaletta.
2-akselisesti symmetrisen rakenteen maérittdmassd instanssimatriisissa sa-
velluokkasisélloltddn identtiset instanssit sijaitsevat kuuden puolisdvel-
luokka-askeleen pédidssd toisistaan.

Esimerkissd 27 a-n ovat kaksiakselisesti symmetristen joukkoluokkien ja-
senjoukkomatriisit (vasemmalla), vierellddn samat intervallikot omaavista
rakenteista johdetut instanssimatriisit (oikealla).

Esim.27 a: 2-6 Esim.27 b: inst.matr. -66-
01 234567289101 0123456789101
| | [ ] o/l [ | 0
|| || 1 [l || 1
|| | 2 || | 2
|| | 3 || | | 3
| K [ W |4
|| || | |5
6/l | 6
7 | N ?
8 [ | || 8
9 B | 9
0 | W (|10
1 [ | - L
01 23456178910 II
Esim. 27 ¢: 10-6 Esim.27 d: inst.matr. -1111211112-
01 234567891011 01 23456789101
AR EEE [mEREE |o]RRRNR_ [nnnaE |
ElEEE EENEN') ENEEN EERERER!
H EEREEN EEEN2E EEEEN EEENE:?
HE EEEENE EEE> AN EEEREN EBENES3
HEEN EENEN EE+BEEN EEEEN ENEA4
EEEE ENEEN ES-EEEN ENENN NS
¢ HENEN EEENEN |6
7 lENEN EERERN->
SiH EEENEE ENEENSs
INE EEEEN EEN°
o/RNNE _ (NENNN NN
nNENEE EREEE ||
01 23456789101
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Esim.27 f: inst.matr. -1515-

01

01 23456789101
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23456789101

Esim.27 e: 4-9

01

O-aNMTILION~NDO S OC=aNMTILEerRD 2 S
1] (1= = [ /mmmn 000
0 Bl |= .2 RN 000
0] 10 o = o/HNNN EEEE
(0] 10 ® o[l EEEN (]
O 1 ~ =~ HERN 10
(] 0] Wi solll EEER (100
CC AN Ew 000 EEEN
0 Bl - v MEEN AERE
(0 T " =~ HEER EENN
(10 1O ~ ||| 000 (]
10 10 - mnll 000 l““
o [~}
".IZ-OA.“"?BQW“ ul?_“u"_u?sg_m"
10 = [ [mmmn
O SI000
10 o/l RN
(10 00 (]
10 ~l[l 10
[ ] v/l HRR
C s EEEN
O o« |HHHE
O sl N
(10 SN 1]
10 E-HN ]
] [ <ol 10
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2345617891011

Esim.27 j: inst.matr. -2424-

01

o/l
2]l |
6l N
7

8

9

H3
HiSs
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234561789101

Esim.27 i: 4-25

01

10
[ |WL
0
2
6
8

234567891011

HEN B EEN N1
20 EEN B ERNE

H EEE N EERS3

HEN N EEN N>

H EEER B EEN9
NH N EEE W |EN/0
nEmE m EEm = (o

01 234561789101

(NEN W EEN B

01 234567891011

Esim.27 I: inst.matr. -11221122-

0

A ICOROROC0CRC

Sl MEN N EEN

10/
1

?

9
80

CCIROICCRCOROCECO RO RCORCOCE

H EENE N EEE
H EBEEN B NEEN:3

HE N ENE N ESEE N (NN (N NS

01 234567891011

Esim. 27 k: 8-25
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_
HE ||
| L L] L)L
[ L L ||
0123456789101

COVUONDADUWNN=O

:E\DCOQQ\UIALNN—-Q

2-akselisesti symmetristen joukkoluokkien intervallikoiden kummankin
jakson jdsenten numeroarvojen summa on kuusi. Akselit ovat aina 90°
kulmassa toisiinsa nidhden.

Esimerkki 28: 2-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 4-25 intervallikko
on -2424-. Identtisen mystd- ja vastapdivdispermutaation tuottavia kohtia
on nelji, eli intervallikon kaikki jisenet. Akselien kiintopisteitd osoittavat
kohdat osuvat intervallikon jdsenille. Taten yksikddn akselien yhteensd nel-
jastd kiintopisteestd ei ole joukon jdsen.

Komplementtijoukkoluokan 8-25 intervallikossa -11221122- akselien kiin-
topisteitd osoittavat kohdat osuvat vierekkdisten saman numeroarvon
omaavien jisenten véliin. Kummankin akselin molemmat kiintopisteet
kuuluvat joukkoon.

2.4.42. 3-akselisesti symmetriset joukkoluokat

3-akselisesti symmetristen joukkoluokkien méiréd selvitetdin samaan ta-
paan kuin 2-akselisten. Niitd on yhtd monta kuin kahdeksitoista summau-
tuvia normaalijirjestyksisii numerojonoja, jotka koostuvat kolmesta ident-
tisestd jaksosta.

Kriteerit tayttavit tapaukset:

1) 444+4=12 2) 143+14+34143=12 3) 1+1+2+14+142+1+1+2=12

Kolmiakselisesti symmetrisid joukkoluokkia on niinollen kolme kappa-
letta. Yhteenlaskettavien miirdd vastaavasti yksi on kolmejiseninen, yksi
kuusijiseninen ja yksi yhdeksinjiseninen. Ndméa kolme joukkoluokkaa
ovat komplementtipari 3-12/9-12, intervallikoiltaan -444- ja -112112112-,
(esim.29 a-b) sekid itsekomplementoiva heksakordi 6-20,jonka intervallikko
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on -131313-. (Esim.29 c). Joukkoluokan 3-12 jisenjoukot ovat R-avaruudessa

ylinousevia kolmisointuja.

Esim.29 a

3-akselisesti symmetristen joukkoluokkien intervallikoissa on yhden jak-
son jisenten numeroarvojen summa 12/3=4. Jasenjoukkoja on myds neljd.
Yhteensd 3-akselisesti symmetrisid joukkoja on 3*4=12 kappaletta.

3-akselisesti symmetrisen rakenteen miirittdmassa instanssiluokassa ku-
kin sdvelluokkasisdltd on yhteinen kolmelle instanssille, jotka sijaitsevat ai-
na neljin puolisdvelluokka-askeleen piidssd toisistaan. Sdvelluokkaympy-
rdlld olevassa 3-akselisesti symmetrisessid joukossa akselien vilinen kulma

on 60°.

Esimerkissd 30 a-f 3-akselisesti symmetristen joukkoluokkien jisenjouk-
komatriisit (vasemmalla), vierelldiin samat intervallikot omaavista raken-

teista johdetut instanssimatriisit (oikealla).

Esim. 30 a: 3-12 Esim. 30
01 23456789111 1

9 10 11

-’

O VRSN D NWNN=O

-

01t 2345617829101
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Esim. 30 ¢: 9-12 Esim. 30 d: inst.matr. -112112112-
01 234567789101 01 234561789101
HNE ENEE EEN oEEN EENE EENE |0
HEE ENE EEN'N EHEN EEN EERE!
H ENNE EEE I%2I EER EEN BN
HE EEN ENE EH3 BN EEE EEmN E>
4HEE EENR EER |4
s|_|m{m|l]_[mmE] [mEus
6l HEN ENEN EHN-
70H NEEN EEN N>
SHNE EEER EER s
9 MENE NEN NEN?I
10l HNE NRNE (WNEi©
nNAR Ann ERE_ [En-
01 2345678 91011
Esim. 30 e: 6-20 Esim. 30 f: inst. matr. -131313-
01 2345677891011 01t 2345678 910I1l
I L Hu o/HN [ ]| L 0
Hn Hnn HE (/| NN L RN [
L L Hl 2 L L B2
|| L NN R33N L L H3
4 HA L Hn 4
5 |HN L] BN |5
6 BN | L] W6
7|0 L BN K
s\l | Hn 8
9 (HN HE HE |9
10 ANl ma M0
il | ] Hn Wi

01 23456789101

2.44.3. 4-akselisesti symmetriset joukkoluokat

4-akselisesti symmetrisid joukkoluokkia on yhti monta kuin kahdeksitois-
ta summautuvia normaalijirjestyksisid numerojonoja, jotka koostuvat nel-
jastd identtisestd jaksosta. Kriteerit tdyttivii tapauksia on kaksi.

1) 3+3+3+3=12 2) 1+2+14241+2+142=12
Joukkoluokat muodostavat komplementtijoukkoluokkaparin 4-28/8-28,
jonka intervallikot ovat -3333- ja -12121212-. Edellisen jisenjoukot tunne-

taan rekisteriavaruudessa vihennettyinid septimisointuina, jilkimmaiisen
kokopuoliasteikkoina. Esimerkissd 31 a-b joukkoluokkien primaarimuodot.
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lempien kiintopisteidensad osalta, joka toinen ei kuulu joukkoon kumman-
kaan kiintopisteensd osalta. Akselit ovat toisiinsa ndhden 30° kulmassa.

Esimerkissd 33 a on joukkoluokan 6-35 primaarimuoto. (Edell. sivu).
Esimerkissd 33 b-c joukkoluokan 6-35 jasenjoukkomatriisi (vasemmalla),
vierelldin intervallikon -222222- omaavasta rakenteesta johdettu instanssi-
matriisi (oikealla).

Esim. 33 b: 6-35 . Esim. 33 c: inst.matr. -222222-
01 2345617891011 01 23456789101
W] W] W[ [W] [W] [W] |o[W] (W] (W] [m[ [m] (W |o
H B (N W N (W' (N N B A W Wm
2 W W W = W |2
3| (M (W W W W W3
4 H (H W W B W |4
S5 |H || |H| (W MW W5
6l Wl (W (W |W /W |6
7 /W (H W N W (W
/M| |m| |W| |m| |m| [m| |
9 W[ /W W W W W9
0l |H N |W /W /W [0
1N W /W W W W mn
01 234567891011

2.4.4.5. 12-akselisesti symmetriset joukkoluokat

On vain yksi mahdollisuus muodostaa summa kaksitoista siten, ettd inter-

valleja edustavien yhteenlaskettavien jono koostuu kahdestatoista identti-
sestd jaksosta:

1+1+14+1414+141414+1414141 = 12
Tétd yhteenlaskettavien jonoa vastaava intervallikko -111111111111- kuu-
luu joukkoluokalle 12-1. Se on intervalliavaruuden ainoa 12-akselinen
symmetria, jolla on intervallikko. Joukkoluokassa 12-1 on yksi jisenjoukko,

krooma. Joukko ja joukkoluokka ovat tdssd tapauksessa yksi ja sama asia.

Esimerkki 34 a: krooma

Kahdestatoista akselista kuuden kiintopisteet osuvat sdvelluokille ja kuu-
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den sdvelluokkien vileihin. Akselien vilinen kulma on 15°. Krooma on
symmetrinen kaikkien sdvelluokkien ja kaikkien sdvelluokkien vileihin
sijoittuvien neljisosasidvelluokkien, yhteensi 24 kiintopisteen suhteen.

Esimerkissd 34 b-c joukkoluokan 12-1 jisenjoukkomatriisi (vasemmalla),
vierellddn intervallikon -111111111111- omaavasta rakenteesta johdettu ins-
tanssimatriisi (oikealla).

Esim.34 b: 12-1 Esim. 34 c: inst.matr. -111111111111-
01 234567891011 01 2345678091011
| o I I [ [ [ | o
NN RN
2lEEEEEEENNEEN -
JAREEEEEEEmENS

1/ AREEEEENNNNRN4

5| o [ 5

s HENNENENENNNRNS

7 (I O [ O (| 2
sHEEENENENENNERNENS
INEEEEEEEEENRNE°
10/H|NNNNERNNNRNEND©

I OO O O 11

01 23456789101

Joukkoluokan 12-1 komplementtijoukkoluokka 0-1 omaa periaatteessa sa-
manlaiset symmetriaominaisuudet kuin 12-1. Silld on vain yksi jisenjouk-
ko, tyhjd joukko, ja se on 12-akselinen. Tyhjdin sdvelluokkaympyrdin voi
sijoittaa akselin kaikille sdvelluokille ja kaikkien sidvelluokkien vileihin, ja
ympérdivédn tyhjin kehyksen puolikkaat suhtautuvat aina toisiinsa peiliku-
vamaisesti. Intervallikon jaksollisuusehtoa se ei kuitenkaan tiyti, koska sil-
14 ei ole intervallikkoa lainkaan. Ja koska olematonta intervallikkoa ei voi
sijoittaa alkavaksi vuoroin kaikilta sdvelluokilta, ei tyhjilld rakenteella ole
instanssimatriisia.

Esimerkki 35 a: I-avaruudellinen tyhji joukko

Esimerkki 35 b: joukkoluokan 0-1 jasenjoukkomatriisi

01 2345678 910I1l

HEEEEEEEEEER
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3. OSAJOUKOT JA -JOUKKOLUOKAT

3.1. YLEISTA

3.1.1. OSAJOUKKO- JA OSAJOUKKOLUOKKASUHTEEN TOTEAMINEN
INTERVALLIKON AVULLA

Richard Chrisman esittdd artikkeleissaan periaatteen intervallikoiden
hyddyntimisesti osajoukkojen tutkimisessa.l Hin maarittelee tilanteen,
jossa on joukko S, intervallikoltaan A, ja joukko T, intervallikoltaan B.
#S < #T. Jos A on muodostettavissa B:std laskemalla B:n vierekkdisid jise-
nid yhteen, on S tai jokin sen transpositioista T:n osajoukko.?2 Nikokulma
on yksittdisistd joukoista lahtevd, mutta itse asiassa etualalle nousee S:sti
johdettava joukkoluokka: "S ja sen transpositiot". Kahden nimenomaisen
joukon vilisen osajoukkosuhteen toteamiseenhan ei intervallikkoa tarvita,
mahdollinen suhde nikyy suoraan sidvelluokista. Jos taas toimenpiteen ai-
kana toista joukoista transponoidaan, se ei ole (yleensi) endi sama joukko.

Tdmin vuoksi on osajoukkosuhteiden yhteydessd parempi operoida sé-
velluokkasisill6illd ja kdyttdd Chrismanin kuvaamaa toimenpidetti osa-
joukkoluokkasuhteen miirittelemiseen. Oletetaan joukkoluokka S, jonka
jasenjoukkojen yhteinen intervallikko on A, ja joukkoluokka T, jonka ji-
senjoukkojen yhteinen intervallikko on B. #S < #T. Jos A on muodostetta-
vissa B:std laskemalla B:n vierekkdisiad jasenid yhteen, vallitsee Sin ja T:n
vélilld osajoukkoluokkasuhde. T&lloin jokainen S:n jisenjoukko on jonkin
T:n jédsenjoukon osajoukko, tai toisinpédin, jokaisella T:n jdsenjoukolla on
osajoukkonaan jokin S:n osajoukko.

Osajoukkoluokkasuhteessa olevista kahdesta joukkoluokasta pienempi on
osajoukkoluokka ja suurempi ylijoukkoluokka. Pienemmin joukkoluokan
intervallikko on ali-intervallikko, suurempi yli-intervallikko. (Nimitys ali-
intervallikko on parempi kuin "osaintervallikko", silld jilkimmiinen saat-
taisi johtaa ajattelemaan "ei-kokonaista" intervallikkoa. Téllaisille luku-
mdéréltddn vajaille intervallikoille tulee myShemmin kiyttod). :

Osajoukkoluokkasuhteen jlmaisemista varten ei ole olemassa laajalti kiy-
tossd olevaa symbolia. Hyddynnin seuraavassa John Cloughin kiyttimaa.3
Askeisen tapauksen asetelmassa merkitiin siten S= T (S on T:n osajouk-
koluokka) tai T3S (T on S:n ylijoukkoluokka).

Jos osajoukkoluokkasuhde ei tiettyjen joukkoluokkien Z ja Q (#Z < #Q)
vililld toteudu, merkitiddn vastaavasti Z & Q tai Q 71 Z. Samaa merkintita-
paa voidaan tulkinnanvaraisuuksitta soveltaa myds intervallikoihin. A = B
tai B 3 A, ja joukkoluokkien Z ja Q intervallikoiden C ja D tapauksissa
CEDtai DAC.

88




Osajoukot ja -joukkoluokat

Esimerkki 1: joukkoluokan 4-Z29 A intervallikko on -1245- ja joukkoluo-
kan 3-11 A intervallikko on -345-. Kun nelijdsenisen intervallikon kaksi en-
simmaistd jasentd lasketaan yhteen, saadaan intervallikko -(1+2)45- = -345-.
Joukkoluokka 3-11 A on joukkoluokan 4-Z29 A osajoukkoluokka ja vastaa-
vasti 4-Z29 A on joukkoluokan 3-11 A ylijoukkoluokka. 3-11 A:n interval-
likko -345- on timin osajoukkoluokkasuhteen ali-intervallikko ja 4-Z29 A:n
intervallikko -1245- vastaavasti yli-intervallikko. Merkitdan 3-11 A — 4-Z29
A (4-Z29 A 13-11 A) ja -345- = -1245- (-1245- 1 -345-). Esimerkeisséd 1a ja 1b
joukkoluokkien primaarimuodot sdvelluokkaympyralld.

Esim.1a

A/B-tyyppisen joukkoluokan osajoukkoluokkasuhteita voidaan tutkia
myds samanaikaisesti.

Esimerkki 2: joukkoluokan 5-11 A intervallikko on -21135-. Joukkoluokan
3-11 A intervallikko on -345- ja joukkoluokan 3-11 B intervallikko on -435-.
Intervallikosta -21135- voidaan muodostaa sekd -(2+1)(1+3)5- = -345- ettd
-(2+1+41)35- = -435-. 3-11 A 5-11 Aja 3-11 B 5-11 A. -345- = -21135- ja
-435-= -21135-. Esimerkeissd joukkoluokkien primaarimuodot.

Esim:2a

Jos intervallikon -21135- tilalle oltaisiin valittu sen kidnteisintervallikko,
joukkoluokan 5-11 B intervallikko -31125-, olisi osajoukkoluokkasuhteiden
toteutuminenkin tapahtunut periaatteessa kadanteisesti, vaikka tdssd nimen-
omaisessa tapauksessa se ei olisi muuttanut tuloksia nidkyvésti, koska pie-
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nemmin A/B-tyyppisen joukkoluokan molemmat muodot toteuttivat osa-
joukkoluokkasuhteen yhtd monta kertaa, so.yhden kerran. Esimerkeissi 3 a-
¢ joukkoluokkien primaarimuodot. (Edell. sivu).

Kaikissa A/B-tyyppisten joukkoluokkien tapauksissa pitee, ettd alijoukko-
luokan A:n ja ylijoukkoluokan A:n keskindinen osajoukkoluokkasuhde on
tismélleen samanlainen kuin alijoukkoluokan B:n ja ylijoukkoluokan B:n.
Ja vastaavasti, alijoukkoluokan A:n ja ylijoukkoluokan B:n keskindinen
osajoukkoluokkasuhde on samanlainen kuin alijoukkoluokan B:n ja yli-
joukkoluokan A:n.

Merkinndt S TjaT2 S ilmaisevat osajoukkoluokkasuhteen olemassa-
olon ylimalkaan. Joissakin tehtdvénasetteluissa on kuitenkin hyodyllistd pi-
tdd kisilld tieto lisdksi my0s siitd, onko kukin S:n jisenjoukko mahdollisesti
useamman T:n jisenjoukon osajoukko, tai vastaavasti, onko kullakin T:n
jisenjoukolla mahdollisesti osajoukkonaan useampia S:n osajoukkoja.

Tédmd seikka selvidd intervallikoiden avulla. Jos joukkoluokan S interval-
likko A on muodostettavissa joukkoluokan T intervallikon B vierekkiisistd
jdsenistd useilla eri tavoilla, on jokainen S:n jisenjoukko usean T:n jdsen-
joukon osajoukko. Tai yhtd hyvin, jokaisella T:n jdsenjoukolla on osajouk-
konaan useita S:n jisenjoukkoja.

Esimerkki 4: Joukkoluokan 7-7 A intervallikko on -1113114-. A/B-tyyppi-
sen joukkoluokan 5-7 intervallikot ovat -11415- (A) ja -14115- (B). 5-7 A to-
teuttaa osajoukkoluokkasuhteen kolme kertaa, silld sen intervallikko on
muodostettavissa 7-7 A intervallikosta vierekkdisid jisenid yhteenlaske-
malla kolmesti (muistutettakoon jilleen, ettd intervallikon #irijisenet ovat
vierekkdiisid):

1) alkaen intervallikon -1113114- vasemmanpuoleisimmasta jisenesti

-11(1+3)1(1+4)- = -11415-

2) alkaen toisesta jisenestd vasemmalla -11(3+1)1(4+1)- = -11415-
3) alkaen viidennesti jisenestd vasemmalla -1141(1+1+3) = -11415-.

Esimerkissd 4 a joukkoluokan 7-7 A primaarimuoto. Esimerkeissid 4 b-d -
joukkoluokan 5-7 A jisenjoukot, jotka toteuttavat osajoukkosuhteen sen
kanssa.

5-7 B puolestaan toteuttaa osajoukkoluokkasuhteen kahdesti:
1) alkaen intervallikon -1113114- toisesta jisenestd vasemmalla:
-1(143)11(4+1)- = -14115-
2) alkaen toisesta jisenestd oikealla: -1411(1+3+1)- = -14115-.
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Esimerkissd 4 e joukkoluokan 7-7 A primaarimuoto. Esimerkeissé 4 f-g
joukkoluokan 5-7 B jisenjoukot, jotka toteuttavat osajoukkosuhteen sen
kanssa.

Kuten edellisestd huomataan, ali-intervallikon suhteellinen sijainti yli-in-
tervallikon sisélld selvidd katsomalla, kuinka mones yli-intervallikon jisen
(numerojonoesityksessd vasemmalta oikealle ja ympyrilld myotipaivain
lukien) ali-intervallikon ensimmadinen jisen on. Jos ali-intervallikko sijoit-
tuu yli-intervallikon sisddn alkaen esimerkiksi kolmannen jisenen kohdal-
ta, sijoittuu joukkotason tarkastelussa ali-intervallikon méiirittimi pienem-
pi joukko niinikddn alkavaksi yli-intervallikon midrittimin suuremman
joukon kolmannen jdsenen kohdalta.

Ali-intervallikon ensimmaiisen jisenen vilimatka puolisivelluokka-aske-
leina yli-intervallikon alkuun selvidi laskemalla yhteen yli-intervallikon
alkupdin jésenten numeroarvot aina ali-intervallikon ensimmiiseen jise-
neen saakka, jota ei itseddn lasketa mukaan. Edellisessid esimerkissid 5-7 A:n
intervallikon kolme esiintymdd yli-intervallikossa sijoittuivat nollan, yh-
den ja kuuden puolisdvelluokka-askeleen padhin yli-intervallikon normaa-
lijdrjestyksen alusta. 5-7 B:n intervallikon kaksi esiintymii yli-intervallikos-
sa sijoittuivat puolestaan yhden ja seitsemidn puolisidvelluokka-askeleen
paddhdn yli-intervallikon alusta.

Jos joukkoluokan S ja joukkoluokan T, #S < #T, vililld toteutuu osajouk-
koluokkasuhde n kertaa, voidaan timi haluttaessa merkitd osajoukkoluok-
kasuhdetta kuvaavaan symboliin liitettdvin yldindeksin avulla: S=n T (jo-
kainen joukkoluokan S jisenjoukoista on n:n joukkoluokan T jisenjoukon
osajoukko) tai vaihtoehtoisesti T 3" S (jokaisella joukkoluokan T jisenjou-
kolla on osajoukkonaan n kappaletta joukkoluokan S jisenjoukkoja).

Esimerkin 4 ensimmaiisessd tapauksessa kirjoitetaan nidinmuodoin 5-7 A
=3 7-7 A (jokainen 5-7 Amn jisenjoukko on kolmen 7-7 A:n jisenjoukon
osajoukko) tai vaihtoehtoisesti 7-7 A 23 5-7 A (jokaisella 7-7 A:n jisenjou-
kolla on osajoukkonaan kolme 5-7 A:n jisenjoukkoa). Esimerkin 4 toisessa
tapauksessa kirjoitetaan vastaavasti 5-7 B=2 7-7 A (jokainen 5-7 B:n jisen-
joukko on kahden 7-7 A:n jasenjoukon osajoukko) tai vaihtoehtoisesti
7-7 A 12 5-7 B (jokaisella 7-7 A:n jisenjoukolla on osajoukkonaan kaksi
5-7 B:n jdsenjoukkoa).

Kaikissa niissd tapauksissa, joissa S ja T ovat 12-jisenjoukkoisia joukko-
luokkia (joko epdsymmetrisistd joukoista tai 1-akselisesti symmetrisisti jou-
koista johdettuja), patee: jos S=n T, niin Tan S. Jos joukkoluokista S ja T
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toinen tai molemmat ovat kiertosymmetrisistd joukoista muodostettuja ja
siten vihemmain kuin 12-jisenjoukkoisia, usein S—n T#TanS.

Esimerkiksi epdsymmetrisen joukkoluokan 3-11 A ja neliakselisesti kierto-
symmetrisen joukkoluokan 8-28 vilisistd osajoukkoluokkasuhteista voi-
daan todeta: 3-11 Ac=1 8-28 (jokainen 3-11 A:n jisenjoukko on yhden 8-28:n
jisenjoukon osajoukko), kun taas 8-28 34 3-11 A (jokaisella 8-28:n jisenjou-
kolla on osajoukkonaan neljié 3-11 A:n jisenjoukkoa).

Osajoukkoluokkasuhteiden toteutumisten mairit saattavat siis téllaisisssa
tapauksissa tehdd poikkeuksen kdinteisyydestd. Sensijaan tapaukset, joissa
S= T mutta T# S, tai vaihtoehtoisesti S& T mutta T 3 S eivit ole mahdol-
lisia. S T =Tz S pitee kaikissa olosuhteissa.4 Niitd kysymyksii tarkastel-
laan enemmin kohdassa 3.: Kiertosymmetristen joukkoluokkien osajouk-
koluokkasuhteet.

Seuraavassa tullaan tarpeen mukaan kdyttimadn kumpaakin merkintéta-
pavaihtoehtoa, sekdi S&=T /Ta Settd S=" T/ TanS.

3.1.2. OPEROIMINEN VAJAILLA INTERVALLIKOILLA

Koska jokaisen intervallikon jisenten summa on aina 12, voidaan useissa
operaatioissa - huomattakoon: ei automaattisesti kaikissa - yksi jisenistid ha-
luttaessa jittdd pois intervallikon menettimittd toimivuuttaan. Pois jitetty
jasen on kooltaan jiljelle jidvien jasenten summa vadhennettynd kahdesta-
toista. Joissakin operaatioissa, kuten osajoukkoluokkatarkasteluissa,ei yh-
den intervallikon jdsenen poisjattdminen lisdd virhealttiutta, mutta no-
peuttaa kdsin suoritettavia tarkasteluita.

Osajoukkoluokkatarkasteluissa ali-intervallikon jasenistd voidaan jattda
pois mikd hyvdnsd. Useimmiten on mielekkiintd jdttdd pois viimeinen,
koska se on suurin tai jokin suurimmista. Tunnistamisen helpottamiseksi
merkitddn yhdelld jisenelld supistetut intervallikot seuraavassa siten, ettéd
oikeanpuoleinen viliviiva jitetddn pois.

Esimerkki 5: Joukkoluokan 9-7 A intervallikko on -111112122-. A/B -tyyp-
pisen joukkoluokan 3-2 intervallikot ovat -129- (A) ja -219- (B). 3-2 A:n ja
B:n intervallikoista kdytetddn vajaita muotoja -12 ja -21. Summattaessa in-
tervallikon -111112122- rinnakkaisista jisenistd intervallipareja 12 tai 21 on
jdljellejadvien jisenten summa aina automaattisesti 9.

Esim.5 a: joukkoluokan 9-7 A primaarimuoto

9-7 A:n intervallikosta voidaan muodostaa 3-2 A:n vajaaintervallikko -12
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viisi kertaa, alkaen yli-intervallikon 1., 2., 3., 5. ja 7. jdsenista.

Esimerkeissd 5 b-f olevat viisi 3-2 A:n jisenjoukkoa ovat 9-7 Am primaari-
muodon osajoukot. 9-7 A 35 3-2 A. Koska molemmat joukkoluokat ovat
epasymmetrisistd joukoista johdettuja, myds 3-2 A =5 9-7 A.

Esim5b 5¢ 5d

QN

@) M o

9-7 A:n intervallikosta voidaan muodostaa 3-2 B:n vajaaintervallikko -21
niinikddn viisi kertaa, alkaen yli-intervallikon 1., 2., 3., 6. ja 9. jisenistd. Esi-
merkeissd 5 g-k olevat viisi 3-2 B:n jisenjoukkoa ovat 9-7 A:n primaarimuo-
don osajoukot. 9-7 A1153-2B / 3-2B=5 9-7 A.

Esim5g 5h
O
o
1G) ® 19
) (4)

Esimerkki 6: joukkoluokan 7-23 A intervallikko on -2111223-. (Esim. 6 a:
joukkoluokan 7-23 A primaarimuoto). A/B-tyyppisen joukkoluokan 4-22
intervallikot ovat -2235- (A) ja -3225- (B), yhdell4 jdsenelld supistetussa muo-
dossa -223 ja -322.

7-23 A:n intervallikosta voidaan muodostaa 4-22 A:n vajaaintervallikko
-223 kaksi kertaa, alkaen yli-intervallikon 1. ja 5. jasenilti. Esimerkeissi 6 b-c
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olevat kaksi 4-22 A:n jdsenjoukkoa ovat 7-23 A:n primaarimuodon osajou-
kot. 723 A024-22 A/ 422Ac2 7-23 A

7-23 A:n intervallikosta voidaan muodostaa 4-22 B:n vajaaintervallikko
-322 kolme kertaa, alkaen yli-intervallikon'1., 2. ja 7. jiseniltd. 7-23 A 33 4-22
B/4-22Bc3 7-23 A. Esimerkeissd 6 d-f olevat kolme 4-22 B:n jisenjoukkoa
ovat 7-23 A:n primaarimuodon osajoukot.

Esim.6 a.

3.1.3. OSAJOUKKO- JA OSAJOUKKOLUOKKASUHTEEN ERO

Kaikki joukon osajoukot ovat sivelluokkasisdlldiltddn erilaisia, mutta
joukkoluokalla voi olla osajoukkoluokkasuhde samaan joukkoluokkaan
useita kertoja. Tdimin vuoksi joudutaan osajoukko- ja osajoukkoluokka-
suhteista puhuttaessa toisinaan kdyttimdin erilaisia ilmaisuja. Voidaan esi-
merkiksi yksiselitteisesti todeta, ettd n-jasenisilld joukoilla on m kappaletta
k-jdsenisid osajoukkoja. Sensijaan ei voida yksiselitteisesti todeta, ettd n-ji-
senisilld joukkoluokilla on m kappaletta k-jdsenisid osajoukkoluokkia, ‘silld
niiden maard vaihtelee tapauksesta riippuen. Osajoukkoluokkasuhteiden
toteutumisten miird on kuitenkin vakio, joten mahdollinen ilmaisu on
esim. "n-jaseniset joukkoluokat toteuttavat m kappaletta osajoukkoluokka-
suhteita k-jasenisten joukkoluokkien kanssa".

3.2. INTERVALLIKON AVULLA SUORITETTAVIA OPERAATIOITA

3. 2.1. n-JASENISEN JOUKKOLUOKAN n-1-JASENISTEN
OSAJOUKKOLUOKKIEN ETSIMINEN

n-jéseniselld joukolla on n kappaletta osajoukkoja, joiden kardinaalisuus

n-1. 3-jdseniselld on siten kolme 2-jdsenistd osajoukkoa, 4-jiseniselldi on 4
kolmijdsenistd osajoukkoa, 7-jaseniselld on seitsemin 6-jisenistd osajouk-
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koa, 6-jaseniselld on kuusi 5-jasenisti osajoukkoa jne.d

Samantapainen suhde pidtee my6s n-jiseniseen joukkoluokkaan. Sen ja n-
1 -jdsenisten joukkoluokkien vililld toteutuu osajoukkoluokkasuhde n ker-
taa. Seitseminjdsenisen joukkoluokan ja kuusijdsenisten joukkoluokkien
vililld toteutuu osajoukkoluokkasuhde 7 kertaa jne.

n-jisenisestd joukosta etsitddn kaikki n-1 -jdseniset osajoukot muodosta-
malla sen sédvelluokista joukkoja, joista on vuoronperiin jitetty yksi alku-
perdisen joukon jdsenistd pois.

Esim 7: joukkoluokan 4-13 A primaarimuodon {0,1,3,6} 4 kolmijdsenisti
osajoukkoa ovat {1,3,6}, {0,3,6}, {0,1,6} ja {0,1,3}).

Etsittdessd n-jisenisen joukkoluokan n-1 -jisenisid osajoukkoluokkia toi-
mitaan hieman toisin. n-jisenisen intervallikon vierekkiiset jisenet laske-
taan vuoronperddn pareittain yhteen siten, ettd jokainen jdsen tulee laske-
tuksi yhteen itseddn edeltivin ja itseddn seuraavan jisenen kanssa. Kukin
yhteenlaskun avulla syntynyt uusi intervalli muodostaa yhteenlaskun ul-
kopuolelle jidneiden muiden intervallien kanssa n-1 -jisenisen intervalli-
kon, joka on aina automaattisesti n-jisenisen ali-intervallikko. Kaikkien ti-
ten muodostuneiden intervallikoiden joukko on yhtd kuin n-jisenisen in-
tervallikon kaikkien n-1 -jdsenisten ali-intervallikoiden joukko. Ali-inter-
vallikoista puolestaan voidaan todeta n-jasenisen joukkoluokan n-1 -jaseni-
set osajoukkoluokat.

Esim. 8: dskeisen esimerkkitapauksen, joukkoluokan 4-13 A intervallikko
on -1236-. Sen kuvatunlaiset laskutoimitukset ovat

1) -12(3+6)- =-129- 2) -23(6+1)- = -237-
3) -36(1+2)- = -363- 4) -61(2+43)- = -615-.

Toimenpidettd nopeuttavana havaintona voidaan panna merkille, ettd -
kussakin neljissd tapauksessa selvidd muodostuva kolmijiseninen ali-in-
tervallikko suoraan kahdesta yli-intervallikon "ei-yhteenlaskettavasta” jése-
nestd. Yhteenlaskettavathan muodostavat keskendin ali-intervallikon yh-
den intervallin, ja edelldesitetyn perusteella tiedetidin, ettd intervallikosta -
myds ali-intervallikosta - voidaan jdttdd mikd tahansa intervalli pois sen
menettdméttd informatiivisyyttddn. Poisjitetyn koko on joka tapauksessa
mukaanotettujen summa vihennettynd kahdestatoista.

Yhteenlaskettavien poisjittiminen toimii yhtd hyvin kaikenkokoisten in-
tervallikkojen kohdalla. Néinollen n-jisenisen intervallikon n-1 -jiseniset
ali-intervallikot selvidvét kitevimmin tutkimalla intervallikon n-2 -jiseni-
set vierekkiisten intervallien muodostamat vajaaintervallikot. Niiti on ai-
na n kappaletta.

Esim. 9: edellisessd tapauksessa tarvitsee siis vain poimia jirjestyksessa yli-
intervallikosta -1236- vajaaintervallikot -12 ,-23, -36 ja -61 ja katsoa 3-jise-
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nisten taulukosta joukkoluokkien nimet. -12(9)- on 3-2 A, -23(7)- on 3-7 A,
-36(3)- on symmetrinen joukkoluokka 3-10 ja -61(5)- on joukkoluokka 3-5 A.
Ne muodostavat yhdessd joukkoluokan 4-13 A kaikkien 3-jisenisten osa-
joukkoluokkien joukon. Intervallikot -363- ja -615- eivit ole normaalimuo-
dossa, mutta timai ei vaikuta tulokseen.

Esimerkki 10: joukkoluokan 5-19 A intervallikko on -12315-. Sen nelijise-
nisten ali-intervallikoiden ja edelleen joukkoluokan nelijisenisten osa-
joukkoluokkien selvittimiseksi tutkitaan intervallikon kaikki rinnakkais-
ten jisenten muodostamat 3 -jdseniset vajaaintervallikot: 1) -123  2) -231
3) -315 4) -151 5)-512.

1) -123(6)- = joukkoluokan 4-13 A intervallikko (Esim.10 b)

2) -231(6)- = joukkoluokan 4-Z15 B intervallikko (Esim.10 c)

3) -315(3)- (norm.jdrj. -3315-) = joukkol. 4-18 B intervallikko (Esim.10 d)
4) -151(5)- = joukkoluokan 4-9 intervallikko (Esim.10 e)

5) -512(4)- (norm.jarj. -1245-) = joukkol. 4-Z29 A intervallikko (Esim.10 f).

Esim.10 a joukkoluokan 5-19 A primaarimuoto

Esim. 10 b-f: osajoukkoluokkien jisenjoukot, jotka ovat 5-19 A:n primaari-
muodon osajoukkoja. Joukkoa (1,3,6,7} eli 4-Z15 B/1 eli -2316-/1 lukuunotta-
matta kaikki joukot ovat joukkoluokkiensa primaarimuotoja.

10d

96




Osajoukot ja -joukkoluokat

senisten ali-intervallikkojen ja edelleen joukkoluokan viisijisenisten osa-
joukkoluokkien selvittdmiseksi etsitddn intervallikon kaikki rinnakkaisten
jisenten muodostamat 4-jiseniset vajaaintervallikot: 1) -1121 2) -1213
3) -2134 4) -1341 5)-3411 ja 6) -4112.

1) -1121(7)- = joukkoluokan 5-3 A intervallikko (Esim.11 b)
2) -1213(5)- = joukkoluokan 5-16 A intervallikko (Esim.11 ¢)
3) -2134(2)- (norm.jarj. -22134-) = joukkol. 5-26 A intervallikko (Esim.11 d)
4) -1341(3)- (norm.jérj. -13134-) = joukkol. 5-21 A intervallikko (Esim.11 e)
5) -3411(3)- (norm.jdrj. -11334-) = joukkol. 5-Z38 A intervallikko (Esim.11 f)
6) -4112(4)- (norm.jirj. -11244-) = joukkol. 5-13 A intervallikko (Esim.11 g).

Esimerkissd 11 a joukkoluokan 6-15 A primaarimuoto. Esimerkeissd 11 b-g
osajoukkoluokkien jisenjoukot, jotka ovat primaarimuodon osajoukot.

Esim.11 a

Joukkoa {1,2,4,5,8) eli 5-16 A/1 eli -12135-/1 lukuunottamatta kaikki joukot
ovat jilleen joukkoluokkiensa primaarimuotoja.

3.2.2. n-JASENISEN JOUKKOLUOKAN n-2 -JASENISTEN JA SITA
PIENEMPIEN OSAJOUKKOLUOKKIEN ETSIMINEN

Yleensd mitd suuremmaksi ylijoukkoluokan koon ja sen osajoukkoluok-
kien kokojen vilinen erotus kasvaa, siti monimutkaisempaa osajoukko-
luokkasuhteiden selvittiminen on. Tietynkokoisia osajoukkoluokkia saat-
taa syntyd niin paljon, ettd niiden lihempi eritteleminen ei ole mielekist.
Esimerkiksi 10-jisenisen joukkoluokan ja 5-jdsenisten joukkoluokkien vé-
lilld toteutuu osajoukkoluokkasuhde aina 252 kertaa, joten jonkin yksittdi-
sen osajoukkoluokan esiintymiskerrat ovat paljouteen hukkuva tieto.

Useimmat vastaantulevat osajoukkoluokkatarkastelut pysyttelevit kui-
tenkin mielekkiissd rajoissa, joten on perusteltua pyrkid 1oytimédin mah-
dollisimman kayttokelpoinen metodi, jonka avulla voidaan selvittdd yli-
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joukkoluokaksi valittavan joukkoluokan kaikki tietynkokoiset osajoukko-
luokat.

n-jisenisen joukon m-jiseniset osajoukot selvidvat tutkimalla, kuinka
monta erilaista m-jisenistd sidvelluokkakombinaatiota n-jisenisestd on
osajoukkoja muodostettaessa listataan kombinaatiot {(a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e)
jne., kunnes kaikki erilaiset osajoukkoja tuottavat vaihtoehdot on kiyty l4-
pi.

Naiden "abstraktisdvelluokkien" tilalle voitaisiin sijoittaa minka tahansa
kdin muuttumatta. On siis yksinkertaisesti olemassa kaikkiin tapauksiin pa-
tevd kaava tai malli 5-jisenisen joukon 3-jisenisten osajoukkojen, ja edel-
leen yleisemmin n-jasenisten joukkojen m-jisenisten osajoukkojen, selvit-
tamiseksi.

Seuraavassa tarkoitukseni on esittdd tapa, jolla vastaavanlaisia kaavoja tai
malleja voidaan 16ytdd myos osajoukkoluokkasuhteiden tutkimista varten.
Vilineind ovat jilleen joukkoluokkien intervallikot.6

Ensiksi palataan vield hetkeksi edelld jo esitettyyn n-jdsenisen intervalli-
kon n-1 -jisenisten ali-intervallikoiden muotoutumiseen. Askeisen esimer-
kin joukossa {ab,c,d,e} kdytettyjen abstraktisdvelluokkien tavoin voidaan
intervallikon jisenetkin korvata abstraktiintervallein. Viisijiseninen inter-
vallikko kirjoitettaisiin tidlloin -abcde-. :

Téllaisen intervallikon nelijisenisten ali-intervallikoiden muodostus ta-
pahtuu, kuten edelld osoitettiin, laskemalla vierekkiiset jdsenet pareittain
yhteen ja muodostamalla yhteenlaskun avulla syntyneestd intervallista
muiden kanssa uusi intervallikko.

Esimerkki 12: viisijisenisen intervallikon nelijiseniset ali-intervallikot:

1) ~abec(d+e)- 2) -bcd(e+a)- 3) -cdefa+b)- 4) -dea(b+c)-
5) -eab(c+d)-

Kaikkien viiden ali-intervallikon synty noudattaa samaa kaavaa. Kaksi yk-
sikkdd lasketaan yhteen ja muut jitetiin entiselleen. Se on ainoa tapa muo-
dostaa viisijisenisestd intervallikosta nelijdsenisid ali-intervallikoita, silld
vain rinnakkaisia jisenid lasketaan yhteen. Jos intervallikon yksikoitd mer-
kitddn ykkosilld, kirjoitetaan timd ainoa jdsenten yhdistymisen malli -
111(1+1) eli 111 2. Jdsenid on neljd ja niiden summa on 5. Intervallikon
- a b ¢ d e - nelijdsenisten ali-intervallikoiden voidaan till6in ajatella synty-
vén siten, ettd malli 1 1 1 2 sijoitetaan alkavaksi kultakin intervallikon jadse-
neltd, jolloin se vuoroin ohjaa juuri tietyn sidvelluokkaparin yhdistymisen
uudeksi ali-intervallikkoon tulevaksi intervalliksi.

Esimerkki 13: intervallikon - a b ¢ d e - kolmejdseniset ali-intervallikot:
(Seur. sivu).
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1) -ab(c+d+e)-
2) -bc(d+e+a)-
3) -cd(e+a+b)-
4) -de(atb+c)-
5) -eaf(b+c+d)-

6) -a(b+c) (d+e) -
7) -b(c+d) (e+a) -
8) -c(d+e) (a+b) -
9) -d (e+a) (b+c) -
10) - e (a+b) (c+d) -

Intervallien yhdistymistd ohjaavia malleja ei tilli kertaa olekaan yksi,
vaan kaksi. Vasemman sarakkeen viidessid tapauksessa kaksi jisentd on jii-
nyt entiselleen ja kolme vierekkiistd laskettu yhteen. Oikean sarakkeen vii-
dessd tapauksessa taas on yksi jisen jiinyt entiselleen ja nelji seuraavaa las-
kettu pareittain yhteen. Ndmé ovat ainoat tavat muodostaa viisijisenisestd
intervallikosta kolmejisenisid ali-intervallikoita.

Jos intervallikon yksikditd merkitdén jilleen ykkosilld, ensimmiinen mal-
leista kirjoitetaan 1 1 (1+1+1) =11 3 ja toinen 1 (1+1)(1+1) = 1 2 2. Molem-
missa tapauksissa jdsenid on kolme ja summa on viisi. Edellisen tapauksen
tavoin voidaan ajatella, ettd 1 1 3 ja 1 2 2 sijoitetaan alkaviksi vuoroin inter-
vallikon - a b ¢ d e - kultakin jasenelts, jolloin ne ohjaavat jisenten yhdisty-
mistd ali-intervallikoiden uusiksi jiseniksi.

Esimerkki 14: seitseménjésenisen intervallikon - ab c d e f g - viisijiseniset
ali-intervallikot: (intervallikkojen pdissd olevat viivat jitetty pois)

1) abcd (e+f+g)
2) bede(f+g+a)
3) cdef(g+atb)
4) defg(atb+c)
5) efga (b+c+d)
6) fgab(c+d+e)
7) gabc(d+e+f)

8) abc(d+e) (f+g)
9) bcd(e+f) (g+a)
10) cd e (f+g) (a+b)
11) d e f (g+a) (b+c)
12) e f g (a+b) (c+d)
13) f g a (b+c) (d+e)
14) g a b (c+d) (e+f)

15) ab (c+d) e (f+g)
16) b c(d+e) f (g+a)
17) cd (e+f) g (a+b)
18) d e (f+g) a (b+c)
19) e f(g+a) b (c+d)
20) f g (a+b) c (d+e)
21) ga(b+c)d (e+f)

Erilaisia intervallien yhdistymisen malleja on 21:n tapauksen keskuudessa -
kolme. Vasemmanpuoleisen sarakkeen seitsemissa tapauksessa nelji jisen-
td on jdidnyt ennalleen ja kolme seuraavaa laskettu yhteen. Keskimmaiisen
sarakkeen seitsemisséd tapauksessa kolme jisentd on jainyt ennalleen ja seu-
raavat neljd laskettu pareittain yhteen. Oikeanpuoleisessa sarakkeessa kaksi
jisentd on jadnyt ennalleen, kaksi seuraavaa laskettu yhteen, yksi jadnyt en-
nalleen ja jélleen kaksi seuraavaa laskettu yhteen.

Merkittdessd intervallikon yksikoitd ykkosilld kirjoitetaan ensimmainen
malli muotoon 1111 (1+41+41)=11113,toinen111(1+1) (141)=11122ja
kolmas 11 (1+1) 1 (1+1) =1 1 2 1 2. Kaikissa on viisi jisentd ja summa on 7.
Esimerkeissd 12 ja 13 olleiden tapausten tavoin voidaan ali-intervallikot
mieltdd syntyneiksi siten, ettd mallit on sijoitettu alkaviksi intervallikon
-abcdefg- kultakin jisenelts, jolloin ne ovat ohjanneet intervallikon ji-
senten yhdistymisid ali-intervallikkojen uusiksi intervalleiksi.

Esimerkeissd 12-14 ovat ykkosistd summatut mallit olleet jisenmairaltiin
haluttujen ali-intervallikkojen kokoisia ja jiseniensi numeroarvojen sum-
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malta yli-intervallikon jisenmé&irdd vastaavia. Tama seikka pdtee kaikkiin
mahdollisiin tapauksiin ja sitd voidaan kdyttdd hyviksi: haluttaessa n-jise-
nisen intervallikon m-jiseniset ali-intervallikot tarvitsee vain tutkia, mitka
erilaiset m-jiseniset numerojonot - mallit - ovat summaltaan n. Timén jil-
keen loydetyilli m-jdsenisilld malleilla ohjataan intervallikon rinnakkais-
ten jisenten yhdistymistd ali-intervallikojen uusiksi intervalleiksi.

Esimerkki 15: tehtdvidnd on selvittdd 7-jisenisen intervallikon nelijiseni-
set ali-intervallikot. T&llin etsitddn nelijiseniset numerojonot, joiden ji-
senten summa on seitseman:

11114 2)1123 3)1213 42113 5)1222

Nima3 viisi eivdt ole kaikki mahdolliset seitsemdksi summautuvat neliji-
seniset numerojonot, silld timidn ehdon tidyttdvat tahoillaan myds esimer-
kiksi jonot 1411,2311,3121,1321 jne. Niitd ei kuitenkaan lasketa mu-
kaan, silli ne ovat ylldolevien mallien syklisid permutaatioita : 1411 =
1114,2311=1123,3121=1213 jne. Jokainen niistd tulee joka tapauk-
sessa sovelletuksi, kun mukaan hyviaksytty malli sijoitetaan alkavaksi jokai-
selta 7-jisenisen intervallikon jdsenelti. Tdmin vuoksi yksi muoto kusta-
kin "mallityypistd" riittdd. Mukaan otettavat muodot ovat siis yksinkertai-
sesti mallien syklisten permutaatioiden normaalijirjestyksid, jotka selvidvét
aiemmin annettujen kriteerien avulla. Léydetyt viisi normaalijérjestyksistd
mallia sijoitetaan alkaviksi 7-jisenisen intervallikon jdseniltd, jolloin ne
tuottavat sen kaikki 5*7 = 35 nelijdsenistéd ali-intervallikkoa. Néistd puoles-
taan voi nihdi kaikki 4-jiseniset osajoukkoluokat sille 7-jaseniselle joukko-
luokalle, jonka intervallikkoa kulloinkin tutkitaan.

Pidsiddntoisesti jokaisen n-jisenisen intervallikon m-jdsenisia ali-interval-
likoita on méird, joka vastaa m-jisenisten mallien maédrdn ja n:n tuloa.
Erdit jaksolliset mallit aiheuttavat tiettyjd poikkeamia sddnnostd. Titd seik-
kaa tarkastellaan tuonnempana lisia.

Intervallien yhdistymistd ohjaavilla malleilla on sama ty6td nopeuttava
piirre kuin intervallikoilla: niistd voi jattdd yhden jisenen pois. Seuraavissa
esimerkeissd on toimittu ndin.

------

Tehtdvini on selvittdd sen kolmejdseniset ali-intervallikot. Téllaisissa ta-
pauksissa intervallikon jisenten yhdistymistd ohjaavia malleja on kaksi
kappaletta. (Ks.esim. 13). 1) kaksi jdsentd jad entiselleen ja kolme vierekkdis-
td lasketaan yhteen. 2) yksi jisen jdd entiselleen ja neljd seuraavaa lasketaan
pareittain yhteen. Toisin kirjoitettuna 1 1 3 ja 1 2 2. Kummastakin voi toi-
menpidettd suoritettaessa jittda yhden jisenen pois, joten mallit ovat 11 ja
1 2. Intervallikon -21324- tapauksessa malli 1 1 tuottaa seuraavat vajaainter-
vallikot:

1)-21 2)-13 3)-32 4)-24 5)-42

100




Osajoukot ja -joukkoluokat

Malli 1 2 puolestaan tuottaa vajaaintervallikot

6) -21+3)=-24 7) -1(3+2)=-15 8) -3(2+4)=-36 9) -2(4+2) =-26
10) -4(2+1) = -43.

ali-intervallikot ja niiden osoittamat osajoukkoluokat koottuina:

1) -21(9)- =3-2B (Esim.16 b)

2) -13(8)-=3-3 A (Esim.16 c)

3) -32(7)-=3-7B (Esim.16 d)

4) -24(6)- =3-8 A (Esim.16 e)

5) -42(6)-=3-8B (Esim.16f)

6) -24(6)- =3-8 A (Esim.16 g)

7) -15(6)- =3-5 A (Esim.16 h)

8) -36(3)- (norm jérj. -336-) = 3-10  (Esim.16 i)
9) -26(4)- (norm jirj. -426-) = 3-8 B (Esim.16 j)
10) -43(5)- = 3-11 B (Esim.16 k)

Esim.16 a: joukkoluokan 5-28 A primaarimuoto

Esim. 16 b-k: joukkoluokan 5-28 A primaarimuodon kolmejéseniset osa-
joukot

16b 16 ¢ 16 d 16e

16 g

(kohdat 16 j-k seur. sivulla)
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Esimerkki 17: Joukkoluokan 7-21 A intervallikosta -1121313- etsitidfin viisi-
jdseniset ali-intervallikot. Intervallien yhdistymistd ohjaavia malleja on
kolme: 11113,11122ja1121 2. (Ks.esim. 14). Viimeiset jisenet voidaan
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16 j 16 k

jittdd pois, jolloin muodotovat1111,1112ja1121.

1) -1121
4)-1313

8) -112(1+3) = -1124
11) -131(3+1) = -1314
14) -311Q2+1) = -3113

15) -11(2+1)3 =-1133
18) -13(1+3)1 = -1341
21) -31(1+2)1 = -3131

Joukkoluokan 7-21 A 5-jdseniset osajoukkoluokat ovat: (suluissa tarvitta-
essa normaalijdrjestys)

1)-1121(7)-=5-3 A

3) -2131(5)- =5-Z18 B

5) -3131(4)- =5-21 B
7)-3112(5)- =5-11B

9) -1214(4)- =5-Z217

11) -1314(3)- (-31314-) =5-21 B

111 1-tapaukset:

2)-1213
5)-3131 6)-1311

111 2-tapaukset:

9)-121(3+1) = -1214
12) -313(1+1) = -3132

112 1-tapaukset:

16) -12(1+3)1 = -1241
19) -31(3+1)1 = -3141

3)-2131
7)-3112

10) -213(1+3) = -2134
13) -131(1+2) = -1313

17) -21(3+1)3 = -2143
20) -13(1+1)2 =-1322

2)-1213(5)- =5-16 A
4)-1313(4)-=5-21A
6)-1311(6)- =5-6 B

8)-1124(4)- =5-13 A

10) -2134(2)- (-22134-) =5-26 A
12) -3132(3)- (-13233-) =5-32 A

n-jaseninen joukkoluokka toteuttaa saman miiridn osajoukkoluokkasuh-
teita sekd m-jasenisten joukkoluokkien ettd k-jisenisten joukkoluokkien
vililld kaikissa niissd tapauksissa, joissa m+k=n. Toisin sanoen m ja k ovat
toistensa komplementit n:n suhteen. -

13) -1313(4)-=5-21 A
15) -1133(4)- = 5-Z38 A

17) -2143(2)- (-32214-) =5-27 B
19) -3141(3)- (-13314-) =5-22

21) -3131(4)-=5-21 B

14) -3113(4)- = 5-Z37
16) -1241(4)- =5-20 A

18) -1341(3)- (-13134-) =5-21 A

20) -1322(4)- =5-30 A
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Esimerkki 18: jos n=9, ovat sen suhteen kooltaan komplementtisia 1- ja 8-
jiseniset, 2- ja 7-jdseniset, 3- ja 6-jdseniset ja 4- ja 5- jaseniset joukkoluokat.
Kunkin parin kardinaalisuuksien piiriin kuuluvat joukkoluokat toteutta-
vat yhtd monta osajoukkoluokkasuhdetta 9:n kanssa: 1- ja 8-jiseniset 9 kpl,
2- ja 7-jdseniset 36 kpl, 3- ja 6-jaseniset 84 kpl ja 4- ja 5- jdseniset 126 kpl.

Esimerkki 19: jos taas n=7, toteuttaa se yhtd monta osajoukkoluokkasuh-
detta 1- ja 6-jasenisten (7 kpl), 2- ja 5- jisenisten (21 kpl) ja 3- ja 4-jésenisten
(35 kpl) joukkoluokkien kanssa.” Jos m+k=n, muodostuu n-jisenisen inter-
vallikon m- ja k-jdsenisid ali-intervallikoita selvitettdessd m:lle ja k:lle aina
yhtd monta intervallien yhdistymistd ohjaavaa mallia.

Esimerkki 20: 7-jisenisen intervallikon 35 nelijdsenistd ja 35 kolmejdsenis-
td ali-intervallikkoa muodostuvat seuraavista malleista: (haluttaessa pois ji-
tettdvd suurin intervalli suluissa)

nelijiseniset kolmejaseniset
111(4) 11(5)
112(3) 12(4)
121(3) 21(4)
211(3) 13(3)
122(2) 23(3)

Esimerkki 21: 8-jdseniselld intervallikolla puolestaan on 28 kaksijésenisti
ja 28 kuusijisenistd ali-intervallikkoa. Intervallien yhdistymistd ohjaavia
malleja on molemmilla nelja:

kuusijiseniset  kaksijiseniset

11111(3) 1(7)
11112(2) 2(6)
11121(2) 3(5)
11211(2) 4(4)

Sijoitettaessa neljd mallia vuorollaan alkavaksi kahdeksanjdsenisen inter-
vallikon kultakin jdseneltd on syntyvien tapausten méairi 4*8 =32. Ali-inter-
vallikoiden todellisen mairidn, 28, ja kertolaskun tarjoaman tuloksen, 32,
vililld ei vallitse yksimielisyys.

Selitys on yksinkertainen, ja se selvidd katsomalla alimpia malleja, 112112
ja 44. Ne ovat jaksollisia, koostuen kumpikin kahdesta keskendin identti-
sestd osasta. Kunkin osan jisenten keskindinen summa on 4. Kun ne sijoite-
taan alkavaksi vuoroin intervallikon jokaiselta jdseneltd, ne muista mal-
leista poiketen tuottavat samat intervallikon jidsenkombinaatiot kaksi ker-
taa. Timd voidaan nihdi tutkimalla allaolevaa 8-jisenistd intervallikkoa
-abcdefgh - Kun sen jisentymistd kaksijasenisiksi ali-intervallikoiksi
ohjataan mallilla 44, saadaan: (seur. sivu)
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1) - (a+b+c+d) (e+f+g+h) - 5) - (e+f+g+h) (a+b+c+d) -
2) - (b+c+d+e) (f+g+h+a) - 6) - (f+g+h+a) (b+c+d+e) -
3) -(c+d+e+f) (g+h+a+b) - ~7) -(g+h+a+b) (c+d+etf) -
4) - (d+e+f+g) (h+a+b+c) - 8) - (h+atb+c) (d+e+f+g) -

Erilaisia jasenkombinaatioita on vain neljd, numeroille 1-4 16ytyy vastine
numeroista 5-8. Intervallien eri jirjestys ei vaikuta asiaan. Jaksollinen malli
aiheuttaa aina joidenkin intervallikon jidsenistd muodostuvien kombinaati-
oiden "yliedustuksen”, silld erilaisia kombinaatioita se tuottaa vain mairin
joka vastaa yhden jakson jdsenten summaa. Ndinollen intervallikon jisen-
ten yhdistymistd jaksollisella mallilla ohjattaessa tulee mallia sijoittaa alka-
vaksi vain yhden jakson jasenten summaa vastaavalta miirilta intervalli-
kon vierekkdisid jdsenid. Tall6in syntyvit ali-intervallikot muodostuvat
kaikki intervallikon eri jasenkombinaatioista. Jaksollinen malli ei siis muis-
ta poiketen kasvata ali-intervallikoiden mairaa intervallikon kardinaali-
suutta vastaavalla mdirilld, vaan yhden jakson jisenten numeroarvojen
summaa vastaavalla maaralla.

Askeisessi tapauksessa jakson jisenten summat olivat 1+1+2=4 ja 4. Nain-
ollen ne kasvattavat ali-intervallikkojen maarad neljilld, muiden kasvatta-
essa kahdeksalla. Lopullinen laskutoimitus oikean ali-intervallikkojen
méadran selvittimiseksi on (3*8)+4=28.

Ainoastaan jakson jisenten numeroarvojen summaa vastaavalle maaral-
le intervallikon jésenid sijoittuessaan jaksollinen malli lyhentdad suoritetta-
vaa toimenpidettd. Jaksollisuuden havaitseminen sindnsd on yksinkertaista,
yhden jakson jdsenten numeroarvojen summaaminen sa-moin. Intervalli-
kon koon suhteen komplementtiset ali-intervallikot - kuten 2- ja 6-jdseniset
8-jisenisen suhteen - sisiltdvit aina yhtd monta jaksollista mallia.

Esimerkki 22: Kahdeksanjdseniselld intervallikolla on 70 nelijisenistéd ali-
intervallikkoa. Intervallien yhdistymistd ohjaavat mallit ovat:

1) 111(5) 2) 112(4) 3) 121(4) 4) 2114 5) 113(3)
6) 131(3) 7) 122(3) 8) 212(3) 9) 221(3) 10) 222(2)

Jaksollisia malleja on kaksi, 1313 ja 2222. Edellisessd yhden jakson jasenten
numeroarvojen summa on 4, jilkimmadisen kaksi. 1313 kasvattaa 8-jiseni-
sen intervallikon ali-intervallikkojen mairdd neljdlld, 2222 kahdella. Kun
muut kahdeksan mallia kasvattavat kahdeksalla kukin, saadaan ali-inter-
vallikoiden kokonaismédrd laskutoimituksesta (8*8)+4+2=70.

3.2.3. INTERVALLIKON KAIKKIEN ALI-INTERVALLIKOIDEN
ETSIMINEN

n-jasenisen intervallikon kaikki ali-intervallikot - ja tdtd kautta n-jaseni-

sen joukkoluokan kaikki osajoukkoluokat - ovat selvitettdvissd ohjaamalla
intervallikon jésenten yhdistymistd ali-intervallikoiksi kaikilla n-1 -jdseni-
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silld ja sitd pienemmilld malleilla. Mahdollisesti 16ytyvien jaksollisten mal-
lien vaikutus tulee huomioida, samoin 1-jisenisen intervallikon -12-, joka
on n-jasenisen intervallikon ali-intervallikko aina n kertaa.

Esimerkki 23: 4-,5- ja 6-jasenisten intervallikoiden kaikki ali-intervallikot
selvidvit seuraavien mallien avulla:

112 1112 11112
13 113 1113
22 122 1122
4 14 1212
23 114
5 123
213
222
15
24
33
6

4-jasenisten intervallikoiden tapauksissa tuottavat mallit 112, 13 ja 1-jase-
niseen intervallikkoon viittaava 4 neljd ali-intervallikkoa kukin, jaksolli-
nen malli 22 kaksi kpl.Ali-intervallikoita on (3*4)+2= 14 eli (24) -2 kpl.

5-jasenisten intervallikoiden tapauksissa tuottavat kaikki mallit, 1112, 113,
122, 14, 23 ja 1-jaseniseen viittaava 5, viisi ali-intervallikkoa kukin. Yhteen-
si ali-intervallikoita on 6*5=30 eli (25)-2 kpl.

6-jasenisten intervallikoiden tapauksissa tuottavat mallit 11112, 1113, 1122,
114, 123, 213, 15, 24 ja 1-jdseniseen viittaava 6 kuusi ali-intervallikkoa kukin,
jaksolliset mallit 1212 ja 33 kolme kpl kumpikin ja jaksollinen malli 222
kaksi ali-intervallikkoa. '

Ali-intervallikoita on yhteensa (9*6)+(2*3)+2= 62 eli (26)-2 kpl.8

3. 2.4. INTERVALLIKON KAIKKIEN YLI-INTERVALLIKOIDEN
ETSIMINEN

Osajoukkoluokkasuhteen maarittelyn yhteydessi todettiin, ettd interval-
likko on jonkin enemmdén jisenid sisdltivan ali-intervallikko, jos se on
muodostettavissa suuremmasta laskemalla timén rinnakkaisia jisenid yh-
teen. Enemmaén jisenid sisdltdvdn intervallikon pienid intervalleja laske-
taan yhteen jotta niista saataisiin vdhemman jidseniad sisdltivan intervalli-
kon suurempia intervalleja.

Yhtd hyvin voidaan ajatella toisin pdin. Jonkin intervallikon suuret inter-
vallit voivat jakaantua useiksi pieniksi. Uusi intervallikko on automaatti-
sesti alkuperdisen yli-intervallikko. Mielivaltaisessa intervallikossa oleva
kakkosta suurempi intervalli voi jakautua pieniksi intervalleiksi useilla eri
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tavoilla, kakkonen kerran kahdeksi ykkoseksi.

Esimerkiksi jossakin intervallikossa oleva intervalli kolme voi aina ja-
kautua intervalliryhmiksi 111, 12 tai 21. Mikili intervallikon muut jisenet
pysyvidt muuttumattomina, tuottavat nimd kolmosen partitiot intervalli-
kolle kolme erilaista yli-intervallikkoa. Syntyvit yli-intervallikot kuuluvat
luonnollisesti aina olemassaoleville joukkoluokille, joiden nimet 15ytyvit
tarvittaessa taulukosta.

Mielivaltaisessa intervallikossa oleva intervalli neljd voi puolestaan aina
jakautua intervallikuluiksi 1111, 112, 121, 211, 13, 31 ja 22. Mikili intervalli-
kon muut jésenet pysyvit muuttumattomina, tuottavat nelosen partitiot in-
tervallikolle yhteensd seitsemin erilaista yli-intervallikkoa.

Mielivaltaisessa intervallikossa oleva intervalli viisi voi jakautua inter-

vallikuluiksi 11111, 1112, 1121, 1211, 2111, 113, 131, 311, 122, 212, 221, 14, 41, 23
ja 32. Intervallikon muiden jdsenten pysyessi muuttumattomina tuottavat
viitosen partitiot intervallikolle 15 yli-intervallikkoa.
Yleisesti intervallin n partitiot tuottavat intervallikolle (21-1)-1 yli-interval-
likkoa. Kakkosten partitiot tuottavat yhden yli-intervallikon, kolmosten 3,
nelosten 7, viitosten 15, kuutosten 31, seitsemien 63, kahdeksikkojen 127,
yhdeksikkdjen 255, kymmenten 511, yksientoista 1023 ja kahdentoista 2047.
(Koska intervallikkoja on vain 351, on osa varsinkin suurten intervallikoi-
den partitioissa syntyvistd yli-intervallikoista keskendin samanlaisia).

Esimerkki 24: jos mielivaltaisen intervallikon jdsenind olevien intervalli-
en 3 ja 4 partitiot selvitetddn yhtaikaisesti, on muotoutuvia yli-intervallikoi-
ta partitioiden keskindisten kombinaatioiden vuoksi enemmaén kuin pelkis-
sd kolmosen tai nelosen tapauksissa.

3 4 _
111 1111
12 112
21 121
211
13
31
22

Mikid tahansa kolmosen partitioista voi kombinoitua minki tahansa nelo- -
sen partition kanssa. My6s kolmonen itse voi kombinoitua nelosten partiti-
oiden kanssa, ja pdinvastoin. Ainoastaan kolmonen ja nelonen eivit voi
kombinoitua keskendin, silld tdlldinhdn intervallikko sdilyisi ennallaan.
Jokainen kombinaatio mddrittdd alkuperiiselle kolmosen ja nelosen sisalta-
neelle intervallikolle yhden yli-intervallikon. Kombinaatioita on kaikkiaan
(4*8)-1=31, so. kolmosen ja sen partitioiden mairi kerrottuna nelosen ja sen
partitioiden méiralld ja vihennettynd yhtaikaisen kolmosen ja nelosen ta-
pauksella. v

Yleisesti mielivaltaisen intervallikon jdsenind olevat intervallit n ja m
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muodostavat partitioiden keskindisten kombinaatioiden avulla intervalli-
kolle (2n-1*2m-1).1 ylj-intervallikkoa. Askeisessi esimerkkitapauksessa siis
(22#23)-1=31. Yhti hyvin voidaan merkiti (22+3)-1= 31.

Esimerkki 25: kun dskeiseen tapaukseen liitetddn vield viitonen partitioi-
neen, saadaan tulokseksi taulukko, jonka sarakekombinaatioista syntyvit
joukkoluokan 3-11 A intervallikon -345- kaikki yli-intervallikot. (Kohta a).

25 a) partitiot ' 25 b) partitiot sijoitettuna
primaarimuodon sidvelluokista kisin
3 4 5 Q 3 7 _
111 1111 11111 012 3456 78 9 10 11
12 112 1112 01 345 78 910
21 121 1121 0 2 3 4 6 789 11
211 1211 3 56 7 8 10 11
13 2111 3 4 7 9 10 11
31 113 3 6 789
22 131 3 5 78 11
311 7 10 11
212 7 9 10
122 78 10
221 7 9 11
14 78
41 7 11
23 7 9
32 7 10

Esimerkki 26: joukkoluokan 3-12 intervallikolle -444- suoritettuna sama
toimenpide ndyttidd seuraavalta:

26 a) partitiot 26 b) partitiot sijoitettuna
primaarimuodon sidvelluokista kisin
4 4 4 0 4 8 _
1111 1111 1111 0123 4567 8 9 10 11

112 112 112 012 4 56 8 9 10
121 121 121 01 3 4 5 7 8 9 11
211 211 211 0 23 4 6 7 8 10 11

13 13 13 01 45 8 9

31 31 31 0 3 4 7 8 11

22 22 22 0 2 4 6 8 10

Esimerkissd 25 a kolmonen, nelonen ja viitonen partitioineen voivat
kombinoitua keskenddn kaikilla tavoilla lukuunottamatta tapausta, jossa 3,
4 ja 5 ovat yhtaikaa. Kombinaatioiden ja ndinollen koko joukkoluokan 3-11
A intervallikon yli-intervallikkojen maird on (22+3+4)-1=511.

Taulukko voidaan siirtdd yksittdisten joukkojen tasolle valitsemalla jokin
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intervallikon osoittaman joukkoluokan jisenjoukoista, ja tdyttimilld sen
sdvelluokkien vilisid intervalleja uusilla sdvelluokilla partitioiden osoitta-
milla tavoilla. Esimerkissd 25 b tdméd toimenpide on tehty primaarimuodol-
le. On helppo huomata, ettd jokainen oikealla olevien sarakkeiden kombi-
naatio tuottaa erilaisen joukon. Joukkotasolle sijoitetun taulukon sarake-
kombinaatiot ndyttivat 4096-jasenisen joukkoavaruuden joka ainoan jou-
kon, jolla on ominaisuutena olla esimerkkijoukon ylijoukko (superset).

Esimerkissd 26 a yli-intervallikkoja, kuten my6s jasenjoukoista esimerkki-
tapaukseksi valitun primaarimuodon ylijoukkoja, on (23+3+3)-1=511 eli
saman verran kuin esimerkissd 25. Samankokoisilla intervallikoilla on aina
yhtd paljon yli-intervallikkoja.

Esim. 27 a) intervallikon -66- 27 b) partitiot sijoitettuna
partitiot primaarimuodon sivelluokista kisin
6 6 0 6 _
111111 111111 012345 678 9 10 11
11112 11112 01234 6 789 10
11121 11121 0123 5 67809 11
11211 11211 012 4 5 6 7 8 10 11
12111 12111 01 345 6 7 9 10 11
21111 21111 0 2345 6 8 9 10 11
1113 1113 0123 6789
1131 1131 012 5 6 7 8 11
1311 1311 01 4 5 6 7 10 11
3111 3111 0 345 6 9 10 11
1122 1122 012 4 6 7 8 10
1221 1221 01 3 5 6 7 9 11
2211 2211 0 2 45 6 8 10 11
1212 1212 01 34 6 7 9 10
2121 ‘ 2121 0 23 5 6 8 9 11
2112 2112 0 2314 6 8 9 10
114 114 012 6 78
141 141 01 5 6 7 11
411 411 0 4 5 6 10 11
123 123 01 3 6 7 9
231 231 0 2 5 6 8 11
312 312 0 34 6 9 10
132 132 01 4 6 7 10
321 321 0 3 5 6 9 11
213 213 0 23 6 8 9
222 222 0 2 4 6 8 10
15 15 01 6 7
51 51 0 5 6 11
24 24 0 2 6 8
42 42 0 4 6 10
33 33 0 3 6 9
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1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 3-1 intervallikon -1,1,10- tapauk-
sessa yli-intervallikkoja on niinikiin (29)-1=511. Ykkosilld ei ole partitioita,
joten ne eivdt myoskdan kasvata yli-intervallikoiden madrda. Asia ei muu-
tu miksikddn vaikka ykkosid olisi useita perdkkdin. Ainoan 11-jisenisen
joukkoluokan, 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 11-1 intervallikolla
-11111111112- on vain yksi yli-intervallikko, joka syntyy ainoan kakkosen
jakautuessa kahdeksi ykkoseksi. Yli-intervallikko kuuluu joukkoluokalle
12-1.

1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 2-1 intervallikko -1,11- tuottaa
(210)-1=1023 yli-intervallikkoa. 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 2-2
intervallikko -2,10- tuottaa (21+9)-1=1023 yli-intervallikkoa. 2-akselisesti
symmetrisen joukkoluokan 2-6 intervallikko -66- tuottaa (25+5)-1=1023 yli-
intervallikkoa. (Ks. esim. 27). Symmetriatyyppi ei siis vaikuta yli-intervalli-
koiden méaaraan.

A/B-tyyppisen joukkoluokan 4-19 intervallikot -1344- ja -3144- tuottavat
kumpikin (22+3+3)-1=255 yli-intervallikkoa. A/B-tyyppisen joukkoluokan
4-14 intervallikot -2145- ja -4125- tuottavat kumpikin (23+1+4).1=255 yli-in-
tervallikkoa. Neliakselisesti symmetrisen joukkoluokan 4-28 intervallikko
-3333- tuottaa (22+2+2+2).1=255 yli-intervallikkoa. (Esim.28).

Esim. 28 a) intervallikon -3333- Esim. 28 b) partitiot sijoitettuna
partitiot primaarimuodon sivelluokista kisin

3 3 3 3 0 3 6 9 _

111 111 111 111 012 345 678 910 11

12 12 12 12 01 3 4 6 7 9 10

21 21 21 21 0 2 3 5 6 8 9 11

‘Esimerkki 29: joukkoluokan 5-30 A intervallikolla -13224- yli-intervallik-
koja on (22+1+1+3).1 =127,

29 a) intervallikon -13224- 29 b) partitiot sijoitettuna

partitiot primaarimuodon savelluokista kasin
1 3 2 2 4 0 1 4 (4 8 _
1 111 11 11 1111 123 4 5 6 7 8 9 10 11

12 112 12 8 9 10
21 121 1 3 8 9 11
211 8 10 11

13 8 9

31 8 11

22 8 10

Yleensi n-jiseniselld intervallikolla on (212-N) -1 yli-intervallikkoa. M-
rat koottuina taulukoksi:
(seur. sivu).
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Taulukko 1

I I

1 ey =207
2 19y 1 = 1023
3 %) -1=511

4 @8)1=255

5 @7y-1=127

6 2%)-1-63

7 @%)-1=31

8 @Y1-=15

9 @41 =7

10 | @%H1=3

1| (2hH1-=1

I = Intervallikon jdsenintervallien lukumaéra
II = Yli-intervallikoiden lukuméara

Taulukossa 2 (seur. sivulla) ovat puolestaan koottuina joukkojen osa- ja
ylijoukkosuhteiden sekd joukkoluokkien osa- ja ylijoukkoluokkasuhteiden
kokonaismaarit.

n-jasenisen joukon sidvelluokista koostuvia osajoukkoja on 21 -2 kappa-
letta, kuten myds n-jisenisen joukkoluokan ja n:dd pienempien ei-tyhjien
joukkoluokkien vilisid osajoukkoluokkasuhteita. (Kahden vidhennykseen
sisdltyvit tyhjd joukko/joukkoluokka sekd joukko/joukkoluokka itse). n- -
jaseniselld ‘joukolla on siten yhteensi (212-n -1) + (2N -2) kappaletta
yli/osajoukkoja. n-jaseninen joukkoluokka on osallisena yhteensid vastaa-
vassa madréssd joukkoluokkien vilisid yli/osajoukkoluokkasuhteita.

Taulukon avulla voidaan todeta esimerkiksi, ettd kullakin 1-jdseniselld
joukolla on 2047 erilaista ylijoukkoa, muttei yhtddn sdvelluokista koostuvaa
osajoukkoa. Jokainen joukkoluokan 1-1 kahdestatoista jisenjoukosta on
siis osajoukkona ldhes puolessa joukkoavaruuden kaikkiaan 4096:sta erilai-
sesta joukosta.

Vastaavasti esim. kukin viisijiseninen joukkoluokka on osallisena yh-
teensd 157:ssd yli/osajoukkoluokkasuhteessa, 127 kertaa osajoukkoluokkana
ja 30 kertaa ylijoukkoluokkana. Jne.

Komplementtikardinaalisuudet ovat osallisina yhtd monessa osajoukko/
ylijoukko- ja osajoukkoluokka/ylijoukkoluokkasuhteessa (sarake IV).
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Taulukko 2

i I v
1 ely1=2007 | (21)-2=0 2047 + 0 = 2047
2 1911023 | (22)-2=2 1023 +2=1025
3 @1=511 | @3)-2=6 511 + 6 = 517
a e1=55 |[@Y)-2-14 255 + 14 = 269
5 2y1=127 |@%-2=30 127 + 30 = 157
6 2%)-1 =63 %) -2=62 63 +62 =125
7 %)1=31 @7y-2=126 31 4126 =157
8 2Yy1=15 28)-2=254 15 + 254 = 269
9 @31 =7 @%)-2=510 7 +510 =517
10 2%)1=3 19)-2=1022 |3 +1022-1025
11 (211 =1 @11y-2=2006 |1+ 2046 =2047
12 (29 1=0 @1%)-2=4094 | 0+ 4094 = 4094

I = Joukon/joukkoluokan koko
II = Ylijoukkojen lukumaira/ylijoukkoluokkasuhteiden lukumaérd

HI = Ei-tyhjien osajoukkojen lukumaéira/osajoukkoluokkasuhteiden
lukumairai

IV= Yli- ja osajoukkojen miiréd yhteensd/yli- ja
osajoukkoluokkasuhteiden toteutumisten maird yhteensd

3. 3. KIERTOSYMMETRISTEN JOUKKOLUOKKIEN
OSAJOUKKOLUOKKASUHTEET

3.3.1. KIERTOSYMMETRISEN JA EI-KIERTOSYMMETRISEN
JOUKKOLUOKAN OSAJOUKKOLUOKKASUHTEET

Kohdassa 1.1. todettiin, ettd mikili toinen tai molemmat tutkittavista
joukkoluokista S ja T ovat kiertosymmetrisid, saattavat niiden vililld toteu-
tuvien osajoukkoluokkasuhteiden mairat vaihdella riippuen siitd, kum-
man joukkoluokan jisenjoukkoa verrataan toisen joukkoluokan kaikkiin
jasenjoukkoihin. Esimerkkitapauksena oli joukkoluokkien 3-11 A ja 8-28
vililli toteutuvat osajoukkoluokkasuhteet: 3-11 A =1 8-28, kun sensijaan
8-28343-11 A.

Seuraavassa tarkastellaan ndiden joukkoluokkien osajoukkoluokkasuh-
teita hieman tarkemmin.

Esimerkki 30: 8-28:n intervallikko on -12121212- ja 3-11 A:n intervallikko
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-345-. Jos useampijdsenisti intervallikkoa ajatellaan pidettdviksi paikallaan
ja vihemmén jidsenid sisédltdvaa liikuteltavaksi sen sisilld, 16ytyy intervalli-
kosta -12121212- nelja kohtaa - kaikki ykkoset - joista kidsin jasenid yhteenlas-
kemalla voidaan muodostaa -345-. Joukkotasolla jokainen niistd vaihtoeh-
doista tuottaisi sdvelluokkasisilloltddn erilaisen joukon, joten jokaisella in-
tervallikon -12121212- omaavalla joukolla on osajoukkonaan neljd inter-
vallikon -345- omaavaa joukkoa.

Jos taas intervallikko -345- pidetddn paikoillaan ja intervallikon -12121212-
sykliset permutaatiot tutkitaan vuoroin suhteessa siihen, 1oytyy neljd vaih-
toehtoa - jélleen kaikki ykkosilld alkavat - joista kidsin voidaan jisenid yh-
teenlaskemalla muodostaa -345-. Jokainen ykkgselld alkava muoto on kui-
tenkin identtinen, joten niistd syntyvit joukot ovat sdvelluokkasisdlloiltdan
identtisid ja lasketaan timén vuoksi yhdeksi ja samaksi joukoksi. Jokaisella
intervallikon -345- omaavalla joukolla on vain yksi intervallikon -12121212-
omaava ylijoukko. (Epdsymmetristen ja 1-akselisesti symmetristen joukko-
luokkien tapauksissa on samantekevid, kumpaa intervallikoista ajatellaan
paikallaan pidettivédksi ja kumpaa liikulteltavaksi. Tulos on molemmin
pdin sama). '

Joukkotasolla kdinteisten asetelmien poikkeavat tulokset nidkyvét yhta-
lailla selvidsti. 8-28:n jdsenjoukoista valitaan vertailukohdaksi primaari-
muoto {0,1,3,4,6,7,9,10} (Esim.30 a) ja tutkitaan joukkoluokan 3-11 A jisen-
joukot suhteessa siihen. 8-28/0:n osajoukoiksi osoittautuvat jasenjoukot 0,
3, 6'ja 9. eli joukot {0,3,7}, {3,6,10}, {6,9,1} ja {9,0,4). (Esim.30 b-e).

Esim.30 a

30c 30d

Esimerkki 31: Sama operaatio toisin pidin. 3-11 A:n jdsenjoukoista valitaan
vertailukohdaksi primaarimuoto {0,3,7} (esim.31 a) ja tutkitaan 8-28:n jisen-
joukot suhteessa siihen. 8-28:n jisenjoukkojen miird on 12 jaettuna inter-
vallikon -12121212- jaksojen mdaralld eli 12/4=3. Joukot ovat {0,1,3,4,6,7,9,10)
(esim.31 b), {1,2,4,5,7,8,10, 11} ja {2,3,5,6,8,9,11,0}, joista ainoastaan
{0,1,3,4,6,7,9,10} on joukon {0,3,7) ylijoukko.
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Esim.31 a 31b

Esimerkistd nikyy, kuinka keskeiselld tavalla kiertosymmetristen joukko-
luokkien osajoukkoluokkatarkasteluihin vaikuttaa se, kumman joukkoluo-
kan intervallikko (jisenjoukko) on paikallaanpidettivdna vertailuinterval-
likkona (tai -joukkona) ja kumman sykliset permutaatiot (jasenjoukot) tut-
kitaan vuoroin suhteessa siihen. Kun kiertosymmetristd joukkoa pidetddn
vertailujoukkona paikoillaan ja epdsymmetrisen tai 1-akselisesti symmetri-
sen joukkoluokan jisenjoukot tutkitaan vuoronperdin suhteessa siihen, on
tutkittavia tapauksia aina 12.

Jos taas epdsymmetristd tai 1-akselisesti symmetristd joukkoa pidetddn ver-
tailujoukkona paikoillaan ja kiertosymmetrisen joukkoluokan jasenjouk-
koja tutkitaan vuoroin suhteessa siithen, on tutkittavia tapauksia on aina
vihemman kuin 12, tarkemmin sanottuna 12/j, jossa j on kiertosymmetri-
sen joukkoluokan intervallikon jaksojen lukumaara.

Toisinsanoen paikallaanpidettdvd vertailujoukko on siind mielessd passii-
vinen, ettd sen symmetrisyys tai epdsymmetrisyys ei aiheuta muutoksia syn-
tyvien osajoukkotapausten mddrddn. Vain "liikuteltavan” joukkoluokan
symmetriaominaisuudet ovat ratkaisevia tekijoita.

Yleisesti, jos S on epdsymmetrinen tai 1-akselisesti symmetrinen joukko-
luokka ja T on kiertosymmetrinen joukkoluokka siten ettd T:n intervalli-
kon jaksojen lukumiira on j ja #T > #S, voidaan niiden vélisten osajouk-
koluokkasuhteiden maaréstd todeta:

Jos TaNS, niin Sc=n/j T

Jos taas T on epasymmetrinen tai 1-akselisesti symmetrinen joukkoluokka
ja S on kiertosymmetrinen joukkoluokka siten ettd S:n intervallikon jakso-
jen lukumaira on j ja #T > #5, voidaan todeta:

JosS=N T, niin Tan/js

3.3.2 KAHDEN KIERTOSYMMETRISEN JOUKKOLUOKAN
OSAJOUKKOLUOKKASUHTEET

Kahden kiertosymmetrisen joukkoluokan viliset osajoukkoluokkasuh-
teet muotoutuvat samaan tapaan kuin askeisissd tapauksissa. Toisen jouk-
koluokan mielivaltaista jisenjoukkoa (tai intervallikkoa) ajatellaan pidetta-
viksi paikoillaan ja toisen jasenjoukkoja (syklisid permutaatioita) verrataan
vuoroin siihen. Paikallaan pidetyn joukon (intervallikon) symmetriset
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ominaisuudet eivdt vaikuta syntyvien tapausten miirdin, sensijaan liiku-
teltavan joukkoluokan (intervallikon) symmetriaominaisuudet vaikutta-
vat. Mahdollisia asetelmia on kaksi:
1) tutkittavien joukkoluokkien intervallikot koostuvat eri miiristi
jaksoja (esim. 32-33)
2) intervallikot koostuvat yhtd monesta jaksosta (esim. 35-36).

1)

Esimerkki 32: paikaallaanpidetty joukko on neliakselisesti symmetrisisti
joukoista muodostuvan joukkoluokan 4-28 primaarimuoto, sivelluokkasi-
sélloltdan {0,3,6,9) ja intervallikoltaan -3333-. (Esim.32 a). Sitd verrataan kak-
siakselisesti symmetrisistd joukoista muodostuvan joukkoluokan 8-25, in-
tervallikoltaan -11221122-, jasenjoukkoihin. Joukolle {0,3,6,9} 16ytyy 8-25:n
kuudesta jisenjoukosta kaksi ylijoukkoa, {2,3,4,6,8,9,10,0} ja {5,6,7,9,11,0,1,3)
(Esim.32 b-c).

Esimerkki 33: dskeinen asetelma piinvastaisena. Paikaallaanpidetty jouk-
ko on 8-25:n primaarimuoto (0,1,2,4,6,7,8,10}). (Esim.33 a). Siti verrataan
joukkoluokan 4-28 kolmeen jidsenjoukkoon, joista vain yksi, {1,4,7,10), on
sen osajoukko. (Esim.33 b).

Esim.33 a

Yleisesti, jos S on kiertosymmetrinen joukkoluokka jonka intervallikon
jaksojen lukumdird on j, ja T on kiertosymmetrinen joukkoluokka jonka
intervallikon jaksojen lukumaéard on i, ja #T > #5, voidaan niiden vilisten
osajoukkoluokkasuhteiden maidristd todeta:

Jos TAMS, niin S=* /i T

seki
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jos S=N T, niin Ta®i)/jg

Jos esimerkkien 32-33 tapauksissa selvitetiddn ensin vaihtoehto 4-28 =2 8-25,
saadaan ylldolevan kaavan avulla kdidnteisen asetelman tuottamien osa-
joukkoluokkasuhteiden méiird suoraan seuraavasti: 4-28:n intervallikon
-3333- jaksojen hikumadiri on 4 (j) ja 8-25:n intervallikon -11221122- jaksojen
lukumaiird on 2 (i). 4-28 =2 8-25, joten 8-252"2)/4 4.8 =8-25314-28.

Jos taas ensin selvitetidin vaihtoehto 8-25 31 4-28, saadaan kiinteinen ase-

telma seuraavasti: 8-25 211 4-28, joten 4-28 = (1" 9/2 8.25 = 428 = 28-25.

Esimerkki 34: kiertosymmetrisen joukkoluokan 4-25 intervallikon -2424-
jaksojen lukumdird on 2. Kiertosymmetrisen joukkoluokan 9-12 intervalli-
kon -112112112- jaksojen lukumdird on 3. Jos vaihtoehtoisista osajoukko-
Iuokka-asetelmista selvitetidn ensin 4-25 =2 9-12, saadaan kéinteinen tilan-
ne seuraavasti: 4-25 = 2 9-12, joten 9-12 2 (2* 3)/2 425 = 9-12 53 4-25.

Jos taas vaihtoehdoista selvitetdin ensin 9-12 33 4-25, saadaan kiinteisase-
telma seuraavasti: 9-12 =13 4-25, joten 4-25 = (3*2//39-12 = 4-25=29-12.

2)

Esimerkki 35: paikaallaanpidetty vertailujoukko on kiertosymmetrisen
joukkoluokan 4-25, intervallikoltaan -2424-, primaarimuoto {0,2,6,8}. Inter-
vallikon jaksojen maird on 2. (Esim.35 a). Joukkoa verrataan kiertosymmet-
risen joukkoluokan 8-25 kuuteen jasenjoukkoon, joiden intervallikko on
-11221122- ja intervallikon jaksojen miird niinikddn 2. Jdsenjoukoista kol-
me on joukon {0,2,6,8} ylijoukkoja. (Esim.35 b-d).

Esim.35 a

Esim. 36: dskeinen asetelma piinvastaisena. Paikallaan pidetty joukko on
joukkoluokan 8-25 primaarimuoto {0,1,2,4,6,7,8,10}. (Esim. 36 a). Sitd verra-
taan joukkoluokan 4-25 kuuteen jasenjoukkoon, joista sen osajoukkoja on
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kolme. (Esim. 36 b-d).

Mikili kahden kiertosymmetrisen joukkoluokan intervallikoiden jakso-
jen lukumdird on sama, i=j, ovat kdinteisten osajoukkoluokka-asetelmien
tuottamien osajoukkoluokkasuhteiden mairit myoskin aina samat: jos
ScnT,niin TanS.

3. 4. OSAINSTANSSILUOKKASUHTEET

Suuremman ja pienemman instanssin vilille voi syntyd osainstanssisuh-
de joukkojenvilisen osajoukkosuhteen tavoin. Edelleen voi kahden ins-
tanssiluokan M ja N, #M # #N, vilille syntyd osainstanssiluokkasuhde.

Oletetaan instanssiluokat M ja N, joiden intervallikot ovat E ja F. Niiden
vilille syntyy tietynlainen osainstanssiluokkasuhde. Tdmén jilkeen voi-
daan tutkia osajoukkoluokkasuhteet sellaisten joukkoluokkien S ja T wvilil-
14, joiden intervallikot mydskin ovat E ja F.

M:n ja N:n véliset osainstanssiluokkasuhteet ovat identtisid S:n ja T:n va-
listen osajoukkoluokkasuhteiden kanssa kaikissa niissd yhteisen E:n ja F:n
tapauksissa, joissa M ja N ovat epdsymmetrisistd tai 1-akselisesti symmetri-
sistd rakenteista johdettuja instanssiluokkia. S ja T ovat tédlldin vastaavasti
epasymmetrisid tai 1-akselisesti symmetrisid joukkoluokkia.

Sensijaan M:n ja N:n viliset osainstanssiluokkasuhteet poikkeavat S:n ja
T:n vélisistd osajoukkoluokkasuhteista niissd yhteisen E:n ja F:n tapauksis-
sa, joissa M ja N ovat kiertosymmetrisistd rakenteista johdettuja instanssi-
luokkia ja S ja T vastaavasti kiertosymmetrisid joukkoluokkia. Erot syntyvit
siitd, ettd instanssiluokka on rakenteiden symmetriaominaisuuksista riip-
pumatta 12 jdseninstanssia sisdltdvd, joukkoluokan jasenjoukkojen méadrin
vaihdellessa kiertosymmetrioiden jaksojen lukumddristd riippuen.

Instanssiluokkien 12-jisenisyydesti seuraa, ettd osainstanssiluokkasuhteet
ovat kaikissa olosuhteissa kdinteiset. Toisinsanoen jos Mc" N, niin
Noa"M.

Esim.37 a
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Seuraavassa muutama esimerkki tapauksista, joissa instanssiluokkien
suhteet poikkeavat joukkoluokkien suhteista. Esimerkit ovat "saman E:n ja
F:n tapauksia" verrattuna aiemmin késiteltyihin joukkoluokkatapauksiin.

Esimerkki 37: esimerkkien 30-31 tapauksissa selvitettiin osajoukkoluokka-
suhteet tapauksessa, jossa joukkoluokkien intervallikot olivat -12121212- ja
-345-. Seuraavassa samoilla intervallikoilla varustettujen instanssiluokkien
osainstanssiluokkasuhteet.

Kohdassa 37 a (edell. sivu) paikallaan pidettivdnd vertailuinstanssina on
<0,1,3,4,6,7,9,10>. Sen osainstansseiksi osoittautuvat <0,3,7>, <3,6,10>, <6,9,1>
ja <9,0,4>. (Kohdat b-e.). Tilanne on identtinen verrattuna esimerkkiin 30.

Kohdissa 37 f-j sama asetelma pdinvastaisena. Kohdassa f on paikallaan pi-
dettiivini vertailuinstanssina <0,3,7>. Esimerkin 31 tilanteesta poiketen silla
on intervallikon -12121212- omaavan instanssiluokan keskuudessa neljd yli-
instanssia: <0,1,3,4,6,7,9,10>, <3,4,6,7,9,10,0,1>, <6,7,9,10,0,1,3,4> ja
<9,10,0,1,3,4,6,7>. Niiden sdvelluokkasisiltd on identtinen. (Kohdat 37 g-j).

Esim. 37 f
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Esimerkki 38: esimerkkien 32-33 tapauksissa selvitettiin osajoukkoluokka-
suhteet tapauksessa, jossa joukkoluokkien intervallikot olivat 2-jaksoinen
-11221122- ja nelijaksoinen -3333-. Seuraavassa samoilla intervallikoilla va-
rustettujen instanssiluokkien osainstanssiluokkasuhteet.

Kohdassa a (edell. sivu) on paikallaan pidettivind vertailuinstanssina

<0,3,6,9>. Intervallikon -11221122- omaavassa instanssiluokassa silli on 4
yli-instanssia: <2,3,4,6,8,9,10,0>, <5,6,7,9,11,0,1>, <8,9,10,0,2,3,4,6> ja
<11,0,1,3,5,6,7,9>, jotka ovat sdvelluokkasisill6iltddn pareittain identtisid (2.
ja 8. instanssi sekd 5. ja 11. instanssi). (Kohdat b-e). Esimerkissd 32 vastaavia
osajoukkosuhteita syntyi vain kaksi.
38 f-j: sama asetelma toisin pdin. Vertailuinstanssina on <0,1,2,4,6,7,8,10>.
Intervallikon -3333- omaavan instanssiluokan jdsenistd on sen osainstansse-
ja 4: <14,7,10>, <4,7,10,1>, <7,10,1,4> ja <10,1,4,7,>. Kaikkien sédvelluokkasi-
séltd on sama. (38 g-j). Esimerkissd 33 osajoukkosuhteita syntyi vain yksi.

Esim.38 {-

Esimerkki 39: esimerkeissd 35-36 selvitettiin osajoukkoluokkasuhteet ta-
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pauksessa, jossa joukkoluokkien intervallikot olivat -2424- ja -11221122-.
Nyt tutkitaan samoilla intervallikoilla varustettujen instanssiluokkien osa-
instanssiluokkasuhteet.

Kohdassa 39 a (edell. sivu) on paikallaan pidettdviksi vertailuinstanssiksi
valittu <0,2,6,8>. Intervallikon -11221122- omaavassa instanssiluokassa silld
on 6 yli-instanssia: <0,1,2,4,6,7,8,10>, <2,3,4,6,8,9,10,0> , <4,5,6,8,10,11,0,2>,
<6,7,8,10,0,1,2,4>, <8,9,10,0,2,3,4,6> ja <10,11,0,24,5,6,8>, jotka ovat sdvelluok-
kasisélloiltddn pareittain identtisid (0. ja 6. instanssi, 2. ja 8. instanssi seké 4.
ja 10. instanssi).(Kohdat b-g). Esimerkissd 35 syntyi osajoukkosuhteita 3.

39 h-n: sama tilanne toisin pdin. Vertailuinstanssina nyt <0,1,2,4,6,7,8,10>.
(Kohta 39 h). Intervallikon -2424- omaavan instanssiluokan jdsenistd on sen
osainstansseja kuusi: <0,2,6,8>, <2,4,8,10>, <4,6,10,0>, <6,8,0,2>, <8,10,2,4> ja
<10,0,4,6,>. 0. ja 6., 2. ja 8. sekd 4. ja 10. instanssi ovat sdvelluokkasisalldiltian
pareittain identtisid. (Kohdat 39 i-n). Esimerkin 36 tapauksessa syntyi osa-
joukkosuhteita kolme.

Esim.39h

391

Instanssiluokkien vilisten osainstanssiluokkasuhteiden kdinteisyys kos-
kee my6s luokkien komplementtiluokkia. ’

Jos instanssiluokan N kukin jdsen toteuttaa osainstanssisuhteen x kappa-
leeseen instanssiluokan M jdsenistd, toteuttaa vastaavasti instanssiluokan N
komplementtiluokan N' kukin jisen osainstanssisuhteen x kappaleeseen
instanssiluokan M komplementtiluokan M' jisenista.

Esimerkki 40: kohdissa 40 a-e on ryhmad instansseja, joista edellinen on ai-
na seuraavan osainstanssi. Esimerkeissd 40 f-j on a-e -kohtien komplement-
ti-instanssit. Osainstanssisuhteet menevit pidinvastoin, jilkimmaiinen on
aina edellisen osainstanssi. (Ks. seur. sivu).

Esimerkki 41: intervallikon -2111223- omaavan instanssiluokan (jonka

joukkoluokkavastine on 7-23 A) jokaisella jisenelld on osainstanssinaan 2
intervallikon -2235- omaavan instanssiluokan (joukkoluokkavastine 5-23
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A) jdseninstanssia. Esim.41 a:ssa on instanssi -2111223-/0, esimerkeissi b-c
sen osainstanssit -2235-/0 ja -2235-/5. (Ks. 41 a-c).

Esim.40 a

Nelijisenisen luokan kahdeksanjisenisen komplementtiluokan interval-
likko on -12111222- ja joukkoluokkavastine 8-22 B. Kullakin sen jisenelld
on osainstanssinaan kaksi jidsentd instanssiluokasta, joka on dskeisen 7-jise-
nisen instanssiluokan komplementtiluokka. Tdmén luokan intervallikko
on -22125- ja joukkoluokkavastine 5-23 B.

Esimerkissd 42 a on instanssi -12111222-/5. Esimerkeissd 42 b ja ¢ ovat sen
osainstanssit -22125-/6 ja -22125-/1. (Seur. sivu).

Esimerkissd 42 d on instanssi -12111222-/10. Esimerkeissd 42 e ja f ovat sen
osainstanssit -22125-/6 ja -22125-/11.

Vastaavasti intervallikon -22125- omaavan instanssiluokan jokainen jdsen
on kahden intervallikon -12111222- omaavan instanssiluokan jisenen osa-
instanssi. Esimerkissd 43 a (seur. sivu) on instanssi -22125-/6. Kohdissa 43 b
ja c instanssit -12111222-/5 ja -12111222-/10, joiden osainstanssi -22125-/6 on.
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Esim.42 a 42b

Esim.43 a

b c
(11) (D (11)
d1 2 g
2 @
& =
©

Ja edelleen verkostoksi laajennettuna: jos mielivaltaisen kokoisen instans-
siluokkaryhmin kunkin instanssiluokan kukin jaseninstanssi toteuttaa tie-
tyn méadrdn osainstanssisuhteita luokkaryhmdn muiden instanssiluokkien
jdsenten kanssa, toteuttavat luokkaryhmidn komplementtiluokkaryhman
instanssiluokkien jdsenet keskenddn tismilleen samalla tavalla tdsmailleen
vastaavan mdiirdn osainstanssisuhteita. Koko intervalliavaruudella on siis
osainstanssitarkastelun kannalta erddnlainen symmetriaominaisuus.

Tiettyjen osainstanssiluokkasuhteiden "peilautuminen” koskemaan sa- .
manlaisina komplementti-instanssiluokkia pétee tahollaan my6s epdsym-
metrisiin ja 1-akselisesti symmetrisiin joukkoluokkiin. Kiertosymmetriset
joukkoluokat aiheuttavat jdlleen poikkeuksia.

Forte sivuaa komplementtien ja osajoukkoisuuden suhdetta késitelles-
sddan ns. Kh-subkompleksisuhdetta: jos joukkoluokkien S ja T vililld vallit-
see osajoukkoluokkasuhde, vallitsee myds niiden komplementtijoukko-
luokkien S' ja T' vililli osajoukkoluokkasuhde.?9 Muodostuvien suhteiden
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4. LEIKKAUSVEKTORIT

4.1, YLEISTA

4.1.1. LEIKKAUSVEKTORIN PERIAATE

Erds mahdollisista ndkékulmista kahden joukon vilisten suhteiden tar-
kastelussa on leikkaus, joka koostuu joukkojen sisiltimistd yhteisistd sivel-
luokista.l Leikkauksen tutkiminen on joukkoteoreettisista toimenpiteisti
helpoimpia. Jos kahdella vaikkapa analyysitilanteessa esiin nousseella jou-
kolla on identtinen sidvelluokkasisdltd, on kysymyksessd luonnollisesti sa-
man joukon kaksi eri esiintymaa.

Esim. 1 a-b: {0,1,5,6,7) N {0,1,5,6,7) = {0,1,5,6,7].

Jos kardinaalisuudeltaan pienemmain joukon kaikki sivelluokat ovat suu-
remmankin jdsenid, vallitsee joukkojen vililld osajoukkosuhde.

Esim 1 ¢-d: {0,1,3}) n {0,1,23,56,789} ={0,1,3). {0,1,235,6,7,89) D (0,1,3}.

Jos kahdella joukolla ei ole yhtidin yhteistd jisentd, ovat ne sidvelluokkasi-
sdltdjensd kannalta mahdollisimman erilaiset.

Esim.1 e-f: {0,1,3,6) N {4,5,7,10)={0).

Esim.1a

Esim.1le

Leikkauksen kisite on tirked myos tapauksissa, joissa yksittdisten joukko-
jen sijasta tutkitaan jonkin joukkoluokan kaikkien jdsenjoukkojen keski-
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niisid tai kahden joukkoluokan kaikkien jisenjoukkojen vilisid suhteita.2

Esimerkki 2: tehtdvind on selvittda joukkoluokan 3-11 A jdsenjoukkojen
ja joukkoluokan 3-11 B jasenjoukkojen leikkausten koot. Perinteisen musii-
kinteorian termein ilmaistuna tutkitaan yhteisten sidvelten maird molli- ja
duurikolmisointujen valilla.

Kummassakin joukkoluokassa on 12 jisenjoukkoa. Jokaisen 3-11 A:n ji-
senjoukon ja jokaisen 3-11 B:n jdsenjoukon leikkaus voidaan tutkia, osoit-
tautuipa tietylld joukkoparilla olevan yhteisid sidvelluokkia tai ei. Tapauksia
on kaikkiaan 12*12=144. M4drd on niin suuri, ettd yksitellen tapahtuva kaik-
kien laikkausten tutkiminen ei ole mielekds vaihtoehto. Kiytinnollisem-
pdd on valita jommastakummasta joukkoluokasta yksi jisenjoukko luok-
kansa edustajaksi, ja verrata siijhen vuoronperdin toisen joukkoluokan
kaikkia kahtatoista jasenjoukkoa. Tutkittavia tapauksia on tilloin 12.

Vertailtavaksi joukoksi voidaan valita mikd joukko tahansa kummasta
joukkoluokasta tahansa. Kun vertailtavaksi joukoksi on valittu vaikkapa
tietty 3-11 B:n jisenjoukko, on vield kiinnitettivd huomiota siihen, misti
nimenomaisesta jdsenjoukosta 3-11 A:n jdsenjoukkokierto eli jisenjoukko-
jen vuorottainen vertaaminen aloitetaan. Vertailtavan joukon ja 3-11 A:n
jisenjoukkokierron aloittavan joukon vilinen etdisyys vaikuttaa lopputu-
lokseen.

Jasenjoukkokierto sovitaan suoritettavaksi aina siten, ettid kierron aloitta-
vasta joukosta edetddn nousevassa jarjestyksessd normaalijisentensd nume-
roarvoilta kasvaviin joukkoihin (ympyralldi myotidpdivdan). Kiertosymmet-
risid tapauksia silmélldpitden sovitaan lisdksi, ettd jisenjoukkokierto miel-
letddn kierron aloittavan joukon transponointina intervalleilla 1,2,3...11, ei-
kd joukkoluokan jisenjoukkojen luettelemisena. Epdsymmetrisissd ja 1-ak-
selisesti symmetrisissd tapauksissahan ndmi kaksi nikdkulmaa tuottavat
saman lopputuloksen.3

Esimerkissd 2 valitaan vertailtavaksi joukoksi 3-11 B/0 eli -435-/0, sidvel-
luokkasisillsltdan (0,4,7}. (R-avaruudessa C-duurikolmisointu). (Kohta a).

Esim2a

Jasenjoukkokierron aloitusjoukoksi valitaan 3-11 A/0 eli -345-/0, sidvel-
luokkasisilloltidn {0,3,7). (R-avaruudessa c-mollikolmisointu). (Esim. 2 b).
Kohdissa 2 b-m joukkoluokan 3-11 A jdsenjoukot. (Seur. sivu).

Vertailtavan joukon 3-11 B/0 ja joukkoluokan 3-11 A kunkin jisenjoukon
leikkauksen koko merkitddn 12-paikkaiseen leikkausvektoriin. (Esim. 3).

Leikkausvektorissa viivan alapuolella olevat numerot ovat indekseji. Ne
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osoittavat kuinka monennesta "vektorinpaikasta” on kyse.4 (Seur. sivu).

Esim2b

Leikkausvektorin indeksi n viittaa vertailtavan joukon ja jisenjoukko-
kierron aloitusjoukon n:nen transposition leikkaukseen. 0. indeksi viittaa
siten aina vertailtavan joukon ja jdsenjoukkokierron aloitusjoukon leik-
kaukseen. 1. indeksi viittaa aina vertailtavan joukon ja yhdelld puolisidvel-
luokka-askeleella transponoidun jisenjoukkokierron aloitusjoukon leik- -
kaukseen. 2. indeksi viittaa aina vertailtavan joukon ja kahdella puolisivel-
luokka-askeleella transponoidun jisenjoukkokierron aloitusjoukon leik-
kaukseen. Ine. Laskemalla yhteen jisenjoukkokierron aloitusjoukon nor-
maalijésen ja indeksin n numeroarvo saadaan selville, kuinka mones jouk-
koluokkansa joukko jdsenjoukkokierron aloitusjoukon n:s transpositio on.
Esimerkin 3 tapauksessa 0.indeksi viittaa vertailtavan joukon 3-11 B/0 ja ji-
- senjoukkokierron aloitusjoukon 3-11 A/0 leikkaukseen. Joukot ovat kuvat-
tuina esimerkin 2 kohdissa a ja b. 1l.indeksi viittaa 3-11 B/0:n ja joukon
3-11 A/1 leikkaukseen. (Esim.2, kohdat a ja c). 2. indeksi viittaa 3-11 B/0:n ja
joukon 3-11 A/2 leikkaukseen. (Esim.2, kohdat a ja d) jne.

Leikkausvektorissa viivan yldpuolella olevat numerot ovat komponentte-
ja, jotka ilmaisevat syntyneiden leikkausten koot (leikkausjoukkojen jésen-
miirit). Indeksin n komponentti kertoo vertailtavan joukon ja jasenjouk-
kokierron aloitusjoukon n:nen transposition yhteisten sidvelluokkien mai-
ran.
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Esim.3
21002
4

Perinteisin termein ilmaistuna muodostavat C-duurisoinnun ja c-molli-
soinnusta aloitetun jdsenjoukkokierron leikkaukset samanlaisen vektorin
kuin E-duurisoinnun ja e-mollisoinnusta aloitetun jisenjoukkokierron
leikkaukset tai A-duurisoinnun ja a-mollisoinnusta aloitetun jisenjoukko-
kierron leikkaukset. Sitdvastoin esimerkiksi C-duurisoinnun ja b-molli-
soinnusta aloitetun jasenjoukkokierron leikkaukset tai E-duurisoinnun ja f-
mollisoinnusta aloitetun jisenjoukkokierron leikkaukset muodostavat hie-
man erilaiset vektorit kuin dskeisissi tapauksissa, silld 1ihtdasetelman muo-
dostavien sointujen etdisyydet ovat erilaiset. C/b- ja E/f- tapausten tuotta-
mat vektorit (esim. 4 b ja ¢) muodostuvat luonnollisesti samoista kompo-
nenteista kuin C/c-, E/e- tai A/a- tapauksissa (esim. 4 a), mutta komponent-
tien jonon eri jisenistd alkaen lueteltuina.

Kaisiteltdessa tillaisia tapauksia, joissa useiden vektoreiden komponentit
muodostavat samansisiltdiset ja -suuntaiset mutta eri komponenteista alka-
vat numerojonot (indeksiin 0 tulee kulloinkin jonon eri jasen), voidaan il-
maista, ettd vektorit ovat toistensa rotaatioita.5

4a 4b
2100210102 0 0 0021002101 0 2
012345678910 11 0123456789 1011
4c
1002101020 0 2

0123456789 1011

Edellisen esimerkin asetelman tapaan voidaan tutkia myds yksittdisen jouk-
koluokan jisenjoukkojen keskindisid leikkauksia. Télloinkin valitaan yksi -
jdsenjoukko vertailtavaksi joukoksi, tutkien vuoronperddn sen ja kaikkien
jisenjoukkojen leikkaukset.

Jasenjoukkokierron aloitusjoukkoa valittaessa on pantava merkille sen ja
vertailtavan joukon vilinen etdisyys, silld etdisyyden muutokset vaikutta-
vat syntyvadn vektoriin samoin kuin esimerkissé 4.

Esim.5a

Taméntyyppisissd tilanteissa on luontevinta valita jasenjoukkokierron

125



Leikkausvektorit

aloitusjoukoksi vertailtava joukko itse, siis sama joukko toiseen kertaan.
Vertailtava joukkohan tulee joka tapauksessa tutkittua aina my®s itsensd
kanssa, aloitettiinpa jasenjoukkokierto mistd joukosta tahansa.

Esimerkki 5: tehtdvidnd on selvittdd joukkoluokan 3-11 A jasenjoukkojen
leikkausten koot. Sekd vertailtavaksi joukoksi ettd jasenjoukkokierron aloi-
tusjoukoksi valitaan 3-11 A/0. (Esim.5 a, edell. sivu).

Esim.5 b-m: joukkoluokan 3-11 A jasenjoukot.

Esimerkki 6: esimerkin 5 leikkauksista muodostuva vektori

Esim.6

3001311101110 0
01234567829 1011

Joissakin tapauksissa saattavat sekd vertailtava joukko ettd jisenjoukko-
kierron aloitusjoukko valikoitua itsestddn tietyn tehtividnasettelun vuoksi.
Kédytdnnossd on kuitenkin niin, ettd tietystd tilanteesta valikoituneet kaksi
joukkoa voivat kumpikin yhtd hyvin toimia sekd vertailtavana joukkona
ettd jasenjoukkokierron aloitusjoukkona. Jos jostakin asetelmasta valikoitu-
vat vaikkapa joukot 3-11 B/0 ja 3-11 A/6, voidaan muodostaa leikkausvek-
torit pitden 3-11 B/0:a vertailtavana joukkona ja 3-11 A/6:tta jasenjoukko-
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kierron aloitusjoukkona, sekid péinvastoin.

Esimerkki 7: 3-11 B/0 on vertailtava joukko ja 3-11 A/6 jasenjoukkokier-
ron aloitusjoukko. Leikkausvektori on kohdassa 7 a. Pidinvastaisessa tilan-
teessa 3-11 B/6 on vertailtava joukko ja 3-11 B/0 jasenjoukkokieron aloitus-
joukko. Leikkausvektori on kohdassa 7 b.

Esim. 7a Esim. 7b
0102002100 21 01200120020 1
012345678910 11 0123456789 1011

Kuten nikyy, se kumpi késilla olevista joukoista valitaan vertailtavaksi
joukoksi ja kumpi jasenjoukkokierron aloitusjoukoksi, vaikuttaa tietylld ta-
valla lopputulokseen. Tdhidn palataan mydhemmin.

4.1.2. X-JA Y-JOUKOT

Koottaessa vektoriin joukkoluokan jdsenjoukkojen keskiniiset leikkauk-
set tai kahden joukkoluokan jiasenjoukkojen viliset leikkaukset tarvitaan
siis asetelmasta riippumatta aina kaksi kappaletta joukkoja - kaksi eri jouk-
koa tai yksi ja sama joukko kahdesti - jotka maarittivat laht6tilanteen. Toi-
nen on vertailtavana joukkona ja toinen osoittaa jasenjoukkokierron alku-
kohdan.

Selvyyden vuoksi olen antanut vertailtavalle joukolle nimityksen X-jouk-
ko ja jisenjoukkokierron aloitusjoukolle nimen Y-joukko. Niilld tarkoituk-
sellisesti mahdollisimman neutraaleilla nimilld ei ole sindnsd mitddn eri-
tyistd merkitysta tai vaikutusta operaatioihin, silli kumpi tahansa kahdesta
joukosta voi toimia sekd X:nd ettd Y:nd. Kussakin yksittdisessd leikkausvek-
torioperaatiossa on jommankumman kuitenkin aina pysyttivd paikallaan
vertailtavana joukkona. Tuo joukko on siten operaation ajan X ja toinen
joukko operaation ajan Y.

4.1.3. LEIKKAUSVEKTORITYYPIT

Termi leikkausvektori on antamani yhteisnimitys useille toisistaan hie-
man poikkeaville vektoreille. Tarkkaa englanninkielistd vastinetta en ole
ndhnyt, mutta Regenerin termi common-note vector, "yhteisten nuottien
vektori" viittaa samaan asiaan.6 My6s Lewinin interval function kuvaa
leikkausten kokoa vertailtavan joukon ja jonkin joukkoluokan vililld,
vaikka kysymyksenasettelu lihteekin hiukan toiselta suunnalta.”

Kunkin leikkausvektorin tyyppi mairdytyy sen mukaan, miki on X- ja Y-
joukkojen edustamien joukkoluokkien ja edelleen joukkojen itsensd suh-
de.

Jos X ja Y kuuluvat samaan joukkoluokkaan ja ovat lisdksi sama joukko
(kuten esimerkissd 5), nimitetddn syntyvdd vektoria seuraavassa autokorre-
laatiovektoriksi. Sekd Regener ettd Lewin viittaavat tilanteeseen jossa tillai-
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nen vektori muodostuu ("self-partition function”, "directed interval-
content-vector”, "interval function between [set] P and itself").

Tdmién esityksen puitteissa autokorrelaatiovektorien erikoistapauksiksi
mielletddn vektorit, joissa X ja Y kuuluvat samaan joukkoluokkaan, mutta
ovat eri jisenjoukkoja. Néitd tapauksia kutsutaan yksinkertaisesti "eri X:n ja
Y:n autokorrelaatiovektoreiksi". Intervallivektorit ovat toinen autokorre-
laatiovektorien erikoistapausten ryhmai, tai kenties pikemminkin eriinlai-
nen alalaji.8 (Termien toistuvat viittaukset intervalleihin eivit ole ereh-
dystd, vaikka kisittelyn alla onkin leikkauksen kisite. Intervallisisillon ja
leikkauksen vililld vallitsevat tietyt lainalaisuudet, joita kisitelldin tuon-
nempana kohdassa 4.2.: joukon kokonaisintervallisisillisti ).

Jos X ja Y kuuluvat eri joukkoluokkiin, on kyseessd ristikorrelaatiovek-
tori.

Tdmén vektorityypin erikoistapauksina kisitellian TICS-vektoreita (ly-
henne sanoista Tpl-Common-Tone Structure), joissa X ja Y kuuluvat kddn-
teisjoukkoluokkiin ja ovat lisdksi toistensa kidnnokset akselin 0-6 suhteen.9

Toisen ristikorrelaatiovektorien lajin muodostavat tapaukset, joissa X ja Y
kuuluvat joukkoluokkiin, jotka eivit ole toistensa kdinteisjoukkoluokkia.
Kaikkiin mainittuihin vektorityyppeihin palataan tuonnempana lihem-
min.

4.1.4. VEKTORIEN KASITTELY JOUKKOTEOREETTISESSA
KIRJALLISUUDESSA

Leikkausvektoreita, niiden ominaisuuksia ja erditd niihin ldheisesti liitty-
vid muita seikkoja on joukkoteoreettisessa kirjallisuudessa kisitelty suh-
teellisen paljon. Useimmille aihepiiriin liittyville teksteille on ominaista jo-
ko suuri yleisyys tai suuri yksityiskohtaisuus.

Edellisissd tapauksissa joukkoteoriaan perehtyvidn voi ensialkuun olla
vaikea saada kisitys siitd, minkalaisiksi osiksi kokonaisuus jakautuu ja mit-
kd lukuisista kisitteistd tarkoittavat samoja asioita, mitkd samantapaisia asi- -
oita ja mitka eri asioita.

Jalkimmaisissd tapauksissa taas voi kdydd pdinvastoin. Yksittdiset vektori-
operaatiot eivit tuota ongelmia, mutta niistd yhdessd muodostuva kokonai-
suus ei valttimittd avaudu kiddenkddnteessa.

Lisdksi aiheutuu kitkaa siitd, ettd leikkausvektorit ovat verraten tyolaitid
muodostaa. Esimerkeissd 2 ja 5 nihtiin erds tapa niiden ratkaisemiseksi. X-
joukko sekd Y-joukon edustaman joukkoluokan kaikki jisenjoukot sijoitet-
tiin sdvelluokkaympyréille, jonka jilkeen selvitettiin X:n yhteisten jasenten
médrd kunkin Y:n edustaman joukkoluokan jisenjoukon kanssa. TAmd ni-
menomainen tapa tai muut yhtd monivaiheiset metodit vievét usein tois-
tettuna niin paljon aikaa, etti niiden hyddyntiminen esim. analyysitilan-
teessa ei tule kysymykseen. Tdman vuoksi on pyrittdvd 16ytdmain nopeam-
pia menetelmia.

Useimmissa vektoreita kisittelevissd teksteissd ei ndkdkulmien yleisluon-
toisuuden vuoksi operaatioiden erilaisia mahdollisia ratkaisutapoja, saati
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niiden nopeutta tai hitautta, sivuta lainkaan. Joitakin varsin kédyttdkelpoisia
metodeja toki siitd huolimatta 16ytyy, kuten Rahnin intervalli- ja TICS-vek-
torien muodostusmenetelmitl0, sekd ns. vakiomatriisi 11 (invariance
matrix).

Tdman esityksen puitteissa leikkausvektoreita kohtaan tuntemani kiin-
nostus liittyy etupdissd juuri nopeuteen tidhtidiviin menetelmiin. Vektorei-
den olemukseen liittyvid lainalaisuuksia ja muita taustatietoja olen luon-
nollisesti liittinyt myos mukaan, mutta tidlléin on usein kysymys informaa-
tiosta, joka on 10ydettdvissd my6s muista lahteista.

Vektorien muodostamiseksi kehittdméni metodit tahtddviat kahtaalle. Yh-
taaltd olen pyrkinyt etsimdidn erityyppisid menetelmia, jotka olisivat no-
peampia kuin tdhdnastiset. Toisaalta olen halunnut myds muotoilla yhden
yksittdisen menetelmin, jonka puitteissa jokainen leikkausvektori voitai-
siin tapauksesta riippumatta muodostaa "yksisssd kehyksissd”, mahdolli-
simman yhdenmukaisena toimenpiteend.

Jalkimmadistd aspektia varten syntyivit leikkausmatriisit, edellistd varten
taas joukko tuonnempana esiteltivid toimenpiteitd, joista voi valita kulloi-
seenkin tehtdvidnasetteluun soveltuvimman.

4. 2. MATRIISIT

Leikkausmatriisista on olemassa on kaksi versiota, joista tarkastellaan en-
siksi suppeampaa. Vektorityyppien nimitysten tavoin kutsutaan saman X:n
ja Y:n matriisia autokorrelaatiomatriisiksi ja eri X:n ja Y:n matriisia ristikor-
relaatiomatriisiksi. Toimenpidettd varten tarvitaan tieto intervallikoista ja
normaalijasenten numeroarvoista sekd X:n ettd Y:n osalta.

4.2.1. SUPPEAMPI LEIKKAUSMATRIISI

Esimerkki 8: X:ksi midritellddn joukko -129-/4 eli 3-2 A/4, sdvelluokkasi-
salloltddan (4,5,7). (a-kohta). Y:ksi médritellddn joukko -237-/4 eli 3-7 A/4, sé-
velluokkasisilloltdan (4,6,9). (b-kohta). Tehtdvdnd on muodostaa eri joukko-
luokkiin kuuluvien X:n ja Y:n ristikorrelaatiomatriisi ja selvittid sen avulla
joukkoluokkien leikkausvektori.

Esim: 8 a
®
1@
ORTO

Matriisin muodostaminen tapahtuu seuraavasti. Ensiksi X:n normaalija-
senen numeroarvosta, tdssid tapauksessa 4, vihennetddn Y:n normaalijise-
nen numeroarvo, sekin tdssd tapauksessa 4. Erotus on 0. Tdimén jilkeen jo-
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kin sopiva merkki, vaikkapa piste e, sijoitetaan vektorin indeksirivin kal-
taisen 12-paikkaisen kuvion siihen indeksiin, jonka numeroarvo vastaa
normaalijisenten erotuksen numeroarvoa. Ensimmiinen e-merkki sijoit-
tuu siis indeksiin 0. (Esim. 9 a). Ensimmdiisestd merkistd alkaen matriisiin
sijoitetaan lisdd *-merkkejd X:n intervallikon, tdssd tapauksessa -129-, jisen-
ten osoittamien etdisyyksien pddhin toisistaan. Toinen merkki tulee indek-
siin 0+1=1 (nolla on edell. merkin indeksi ja 1 intervallikon ensimméinen
jisen). Kolmas merkki tulee indeksiin 1+2=3 (ykkoénen on edell. merkin in-
deksi ja kakkonen intervallikon toinen jisen). Intervallikon viimeinen ji-
sen 9 madrittdd merkin indeksiin 3+9=0 (kolmonen on edell. merkin indek-
si). Intervallikon viimeistd intervallia ei kuitenkaan tarvitse huomioida,
koska se madrittdd merkin aina normaalijisenten numeroarvojen erotusta
vastaavaan indeksiin, jossa on jo merkki. Merkit sijoitetaan eri riveille. Ta-
hénastinen tilanne on kuvattu esimerkissi 9 b).

Esim. 9 a Esim.9b
0123456789 1011 012345678-91011_
Esim.9 ¢

0123456782910 11

Tdmaén jilkeen sijoitetaan kustakin e-merkistd lihtien samalle vaakarivil-
le lisdd merkkejd Y-joukon intervallikon jisenten osoittamien etdisyyksien
pddhédn toisistaan. Toimenpide suoritetaan oikealta vasemmalle. Y:n inter-
vallikko on -237-.

Intervallikon -237- ensimmadinen jisen 2 madrittiad (alimmalla vaakarivil-
14 olevasta) indeksistd 0 vasemmalle pdin mentiessd samalle vaakariville
merkin indeksiin 10. Intervallikon toinen jisen 3 méarittad indeksistd 10
vasemmalle pdin mentdessd samalle vaakariville merkin indeksiin 7.

Intervallikon -237- ensimmdinen jisen 2 madrittdd (keskimmiiselld vaa-
karivilld olevasta) indeksistd 1 vasemmalle pdin mentidessd samalle vaakari- -
ville merkin indeksiin 11. Intervallikon toinen jisen 3 miirittdd indeksistid
11 vasemmalle pdin mentdessd samalle vaakariville merkin indeksiin 8.

Intervallikon -237- ensimmdinen jisen 2 médrittdd (ylimmaélld vaakarivil-
13 olevasta) indeksistd 3 vasemmalle pédin mentédessd samalle vaakariville
merkin indeksiin 1. Intervallikon toinen jisen 3 médrittdd indeksisti 1 va-
semmalle pdin mentdessd samalle vaakariville merkin indeksiin 10.

Esimerkissd 9 c) ndkyy valmis matriisi. Indeksissd n péaillekkiin olevien e-
merkkien yhteenlaskettu miira osoittaa yhteisten jisenten miiridn X-jou-
kon {4,5,7) ja Y-joukon {4,6,9} n:nen transposition vililld. (Transposition
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normaalijisenen numeroarvo ja edelleen jisenjoukon numero on 4+n).

Tallaisesta matriisista on lyhyt matka luvun aiemmissa esimerkeissi kay-
tettyihin vektoreihin, silli vektori muodostetaan matriisista vain merkitse-
milld indekseissd olevien merkkien lukumiirit numeroin. (Esim. 9 d). Ta-
mé toimenpide ei pienten joukkojen kyseessiollessa ole vilttimitén, mutta
suuria joukkoja ‘tutkittaessa, jolloin merkkeji on paljon, lienee selvinti
koota tulos aina vektoriksi.

Esim. 9 d: kohdan 9 ¢ matriisista johdettu leikkausvektori
1201000110 2 1
012345678910 11

Esimerkissd 9 ensimmadinen e-merkki sijoitettiin indeksiin 0, koska X- ja
Y-joukkojen normaalijésenten erotus oli nolla. On helppo huomata, etti
erotus 0 on mahdollista muodostaa monesta muustakin tapauksesta. Jos
joukkoluokan 3-2 A n:s jisenjoukko valitaan vertailtavaksi X-joukoksi ja
joukkoluokan 3-7 A n:s jésenjoukko jisenjoukkokierron aloittavaksi Y-jou-
koksi, on niiden normaalijisenten erotus 0 kaikilla n:n arvoilla. Niitid "n-
pareja” on siis 12 kappaletta. Ne tuottavat kaikki samanlaisen matriisin
kuin esimerkissi 9 ¢, ja edelleen samanlaisen leikkausvektorin kuin esimer-
kissd 9 d. Lahtotilanteen muodostavien joukkojen normaalijisenten nume-
roarvoilla sindnsi ei ole merkitysti, ainoastaan niiden erotuksilla.

Vastaavasti kahdessatoista tapauksessa X- ja Y-joukoiksi valittavien jouk-
kojen normaalijésenten numeroarvojen erotus on 1. Ndmi tapaukset tuot-
tavat keskenddn identtiset vektorit jne. Useimmissa tapauksissa kahden
joukkoluokan vilille muodostuu erilaisia vektoreita 12 kappaletta, ja kukin
vektori on yhteinen kahdelletoista X/Y-l3httilanteelle. Yhteensi 144 1ihto-
tilannetta. Esimerkin 4 perusteella jo tiedetiin, ettd kaikki 12 erilaista vekto-
ria ovat toistensa rotaatioita.

42.1.1. X:nja Y:n vaihtaminen

Esimerkin 7 yhteydessd todettiin, ettd kaksi eri joukkoa mahdollistaa kaksi
eri leikkausvektoriasetelmaa, kun kumpikin joukoista voi toimia seki X-
joukkona ettd Y-joukkona. Seuraavassa esimerkissi on esimerkin 9 asetel-
ma pdinvastaisena.

Esim 10 a 10b
01234567829 1011 0123456789 10 11

Esimerkki 10: X-joukko on 3-7 A/4 eli -237-/4, sivelluokkkasisilloltiin
{4,6,9). Y-joukko on 3-2 A/4 eli -129-/4, sivelluokkkasisilloltisn (4,5,7).
Normaalijisenten vilinen erotus on tdssi tapauksessa sama kuin toisin-
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kin pdin, nolla. Kun e-merkkeji sijoitetaan nollasta késin eri riveille X-jou-
kon intervallikon -237- jisenten osoittamien etdisyyksien pddhén toisistaan,
asettuvat merkit indekseihin 0, 2 ja 5. Tdhdnastinen tilanne on kuvattuna
esimerkissd 10 a. (Edell. sivu).

Kustakin merkistd lihtien vaakariveille sijoitetaan lisdd merkkejd Y-jou-
kon intervallikon -129- madrittdmiin indekseihin. Suuntana jilleen oikeal-
ta vasemmalle.

Intervallikon -129- ensimmadinen jisen 1 miirittdad (alimmalla vaakarivil-
14 olevasta) indeksisti 0 vasemmalle pdin mentdessd samalle vaakariville
merkin indeksiin 11. Intervallikon toinen jasen 2 maarittdd indeksistd 11
vasemmalle piin mentdessi samalle vaakariville merkin indeksiin 9.

Intervallikon -129- ensimmiinen jisen 1 méiérittdad (keskimmaiselld vaa-
karivilld olevasta) indeksistd 2 vasemmalle pédin mentdessd samalle vaakari-
ville merkin indeksiin 1. Intervallikon toinen jisen 2 maarittdd indeksistd 1
vasemmalle pdin mentiessd samalle vaakariville merkin indeksiin 11.

Intervallikon -129- ensimmaiinen jisen 1 miirittda (ylimmalld vaakarivil-
14 olevasta) indeksistd 5 vasemmalle pdin mentiessd samalle vaakariville
merkin indeksiin 4. Intervallikon toinen jisen 2 maarittdd indeksistd 4 va-
semmalle pdin mentdessi samalle vaakariville merkin indeksiin 2.

Valmis matriisi on nihtédvissi esimerkissd 10 b.

Esimerkissd 11 a-b ovat rinnakkain pdinvastaisten X/Y-asetelmien tuotta-
mat vektorit. Kohdassa a on esimerkin 9 d vektori ja kohdassa b esimerkin
10 b matriisista johdettu leikkausvektori. '

Esim. 11a Esim. 11b

1201000110 2 1 1120110001 09 2

01234546789 1011 0123454678910 11
Esim. 12 a 12b

Esimerkistd 11 voidaan huomata, ettd a-kohdassa indeksien 1-11 kompo-
nentit muodostavat numerojonon, joka on kddnteinen verrattuna b-koh- .
dan vastaavaan. 0. komponentti on luonnollisesti molemmissa sama, silld
se kuvaa kummassakin tapauksessa samojen joukkojen leikkausta. Namai
seikat pitevit kaikkiin tapauksiin, joissa X ja Y ovat eri joukkoja. Molempia
lihtdasetelmia ei siis ole vilttimitdntid suorittaa. Riittdd, kun selvittda vaih-
toehdoista toisen ja lukee indeksien 1-11 komponentit sekd vasemmalta oi-
kealle ettd oikealta vasemmalle. (Ks. my6s esim. 7 a-b).
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Esimerkki 12: Toinen esimerkki X:n ja Y:n vaihtamisesta. Vaihtoehdossa
1) X on joukko 4-2 A/2 eli -1128-/2, sdvelluokkasisilloltddn {2,3,4,6). (Esim.
12 a, edell. sivu). Y on joukko 3-11 A/7 eli -345-/7, sdvelluokkasisill5ltdin
{7,10,2). (Esim. 12 b).

Vaihtoehdossa 2) joukko 3-11 A/7 on X ja joukko 4-2 A/2 on Y.

Vaihtoehdossa 1) on X:n ja Y:n normaalijisenten erotus 2-7=-5=7.

e-merkit sijoitetaan normaalijisenten erotusta vastaavasta indeksistd 7
késin eri riveille X-joukon intervallikon -1128- jisenten osoittamien etii-
syyksien pddhin toisistaan. Merkit asettuvat indekseihin 7,8,9 ja 11. Tihin-
astinen tilanne on kuvattuna esimerkissd 13 a. Kustakin *-merkistd ldhtien
sijoitetaan samalle vaakariville lisid merkkejd Y-joukon intervallikon -345-
jasenten osoittamien etdisyyksien piddhdn toisistaan, oikealta vasemmalle
edeten. Valmis matriisi on esimerkissd 14 a ja siiti johdettu vektori esimer-
kissd 14 c.

Vaihtoehdossa 2) on X:n ja Y:n normaalijdsenten erotus 7-2=5. *-merkit si-
joitetaan indeksistd 5 kdsin X-joukon intervallikon -345- jisenten osoitta-
mien etdisyyksien pddhan toisistaan, jolloin ne asettuvat indekseihin 5,8 ja
0. Tédhdnastinen tilanne on esimerkissi 13 b. Muut merkit sijoitetaan sa-
moille vaakariveille Y-joukon intervallikon -1128- jisenten osoittamien
etdisyyksien pddhin toisistaan, oikealta vasemmalle edeten. Valmis matriisi
on esimerkissd 14 b ja siitd johdettu vektori esimerkissa 14 d.

Esim. 13 a Esim. 13 b
012345678910 11 0123454678910 11
Esim. 14 a Esim. 14 b
0123454678910 11 01234546789 1011
Esim. 14 ¢ Esim. 14 d
11102131121 0 1 1101211120 1 1
0123456789 1011 01234567829 1011

14 c-kohdan indeksien 1-11 komponentit muodostavat kddnteisen nume-
rojonon verrattuna 14 d-kohdan vastaaviin.

4.2.1.2. kdianteisvektorit

Usein on tarpeen tutkia X-joukon leikkaukset paitsi Y-joukon edustaman
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joukkoluokan, my6s sen kddnteisjoukkoluokan kanssa. Timadn toimenpi-
teen voi tietysti suorittaa siten, ettd selvittdd Y:n joukkoluokan kiinteis-
joukkoluokan, valitsee jonkin sen jisenjoukoista uudeksi Y-joukoksi, aloit-
taa jisenjoukkokierron siitd ja selvitti leikkausvektorin edellisissd esimer-
keissd kuvatulla tavalla.

On kuitenkin my&s mahdollista selvittdd kdanteisjoukkoluokan leikkaus-
vektori suoraan alkuperdisestd Y:sti. Toimenpide suoritetaan siis saman X:n
ja Y:n vililli kuin "normaali" leikkausvektori, mutta itse asiassa tullaan
tutkineeksi vektori jonka X:nd on alkuperdinen X ja Y:nd joukko, joka on
alkuperdisen Y:n kddnnds akselin 0-6 suhteen. Operaatio on niin automaat-
tinen, ettd valttimaittd ei tarvitse edes tietdd, mikd nimenomainen joukko
tuo akselin 0-6 suhteen kddnnetty Y-joukko eli kdinteis-Y on.

Seuraavassa X-joukon ja Y:n edustaman joukkoluokan leikkauksia kuvaa-
vaa vektoria nimitetddn transpesitiovektoriksi. Y-joukon avulla johdetta-
vaa, mutta todellisuudessa X-joukon ja Y:n kddnnoksen edustaman joukko-
luokan leikkauksia kuvaavaa vektoria nimitetddn vastaavasti kddnteisvek-
toriksi.

4.2.1.3. kiinteisjoukon valinnasta

Voidaan tietysti pohdiskella, miksi Y:n edustaman joukkoluokan kain-
teisjoukkoluokasta valitaan kaanteis-Y:ksi juuri se jisenjoukko, joka muo-
dostuu kdidnnettiessd Y akselin 0-6 suhteen. Muitakin luontevia mahdolli-
suuksia olisi kisilla.

Esimerkiksi voitaisiin ajatella, ettd kaddnteis-Y:ksi valittaisiin aina joukko,
joka syntyy kun Y kddnnetddn normaalijdsenensd médrittiman akselin suh-
teen. Tdten valikoituneen k#inteis-Y:n normaalijisenen numeroarvo olisi
aina yhtd kuin Y:n normaalijisenen numeroarvo + intervallikon vakio-
osan numeroarvo.

Tai yhtd hyvin voitaisiin kddnteisjoukkoluokasta valita Y:n vastinjoukko,
siis saman normaalijisenen numeroarvon omaava jisenjoukko. Niissi
vaihtoehdoissa olisi Y:n ja kddnteis-Y:n toisikseen kddntyvien jisenten etii-
syys toisistaan aina vakio ja akseli tilanteen mukaan vaihtuva. Akselin 0-6
suhteen kddnnettiessid asetelma on pdinvastainen, akseli on lydty lukkoon,
Y:n ja kddnteis-Y:n toisikseen kddntyvien jisenten vélimatkan vaihdellessa.

Y:n ja kéddnteis-Y:n lukkoonlyddyn vilimatkan hyo6tyé voisi valaista esim.
seuraavalla esimerkilld. Jos mielivaltaisesta (epidsymmetrisestd t. 1-akselises-
ti symmetrisestd) joukkoluokasta muodostettaisiin 12 transpositiovektoria
siten, ettd jokainen jdsenjoukko olisi vuorollaan yhtdaikaisesti sekid X ettd Y,

~olisivat kaikki kaksitoista syntyvédd vektoria tietenkin keskendin identtiset.

Jos tdmén jidlkeen kussakin tapauksessa Y:n tilalle sijoitettaisiin sen k&in-
nos akselin 0-6 suhteen ja suoritettaisiin kaikki kaksitoista vektorioperaa-
tiota uudestaan, syntyisi useimpien joukkoluokkien tapauksissa kuusi eri
vektoria. (Vektorit olisivat toistensa rotaatioita). Eri jisenjoukkojen leik-
kausten koot akselin 0-6 suhteen kididnnettyjen kddnteisjoukkojensa ja niistad
aloitettujen jisenjoukkokiertojen kanssa eivit suinkaan pysy vakiona.
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Jos sensijaan kadnteis-Y:ksi valittaisiin esim. kulloisenkin alkuperdisen
Y:n vastinjoukko, tuottaisivat 12 operaatiota jilleen 12 keskendin identtista
vektoria.

Naistd huomioista huolimatta olen paittinyt kdyttdd kdanteis-Y:nd ni-
menomaan akselin 0-6 suhteen kddnnettyd Y:td, kahdesta syystd. Ensinna-
kin, kysymys ei loppujen lopuksi ole niin suuresta asiasta, ettd sen vuoksi
olisi ehdoin tahdoin kannattanut poiketa joukkoteoreettisen kirjallisuuden
yleisestd kdytdnnostd - jokin kaddnteisjoukkohan on joka tapauksessa aina
valittava.

Toiseksi, akselin 0-6 suhteen kiddntdmiselld on se hyva puoli, ettd toimen-
pide voidaan suorittaa useilla erilaisilla ja varsin katevilld tavoilla. Vaivat-
tomuus sai ratkaista. ‘

4.2.1.4. kdanteismatriisit

Kainteisvektorit voidaan selvittdd leikkausmatriisien avulla. Tillaisissa
toimenpiteissd syntyvid matriiseja kutsutaan seuraavassa kddnteismatrii-
seiksi. Aiempien esimerkkien transpositiovektoreihin liittyvdt matriisit
ovat vastaavasti transpositiomatriiseja.

Esimerkki 15: esimerkissd 8 X-joukko oli -129-/4 eli 3-2 A /4, sdvelluokkasi-
sélloltddn {4,5,7}. (Esim. 15 a). Y-joukko oli -237-/4 eli 3-7 A/4, sdvelluokkasi-
sélloltddn {4,6,9). (15 b). Tehtdvdnd on tilld kertaa kiddnteismatriisin ja edel-
leen kadidnteisvektorin muodostaminen samoista joukoista. Akselin 0-6 suh-
teen kddntamailld Y:std muodostuu joukko -327-/3 eli 3-7 B/3, sidvelluokka-
sisdlloltaan {3,6,8}. (Esim. 15 c). Kuten sanottu, toimenpiteen suorittamisen
kannalta téta tietoa ei tarvita. Kdédnteisakseli 0-6 merkitty kohtiin b ja c.

Esim. 15 a 15b 15¢
® 7 7
© G)
2 1@ s @ & =
ONL © ©

Toimenpide on lihes samanlainen kuin transpositiovektorin muodosta-
minen. Aluksi tarvitaan tieto X:n ja Y:n normaalijisenten numeroarvoista.
Mutta nyt Y:n numeroarvoa (tdssd tapauksessa 4) ei vihennetd X:n numero-
arvosta (myoskin 4), vaan se lisdtddn sithen. 4+4=8.

Esim.16 a Esim.16 b
012345678910 11 012345678910 11
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Tédmdén jidlkeen sijoitetaan ®-merkkejd normaalijisenten summaa vastaa-
van numeroarvon omaavasta indeksistd 8 kisin eri riveille X-joukon inter-
vallikon -129- jisenten osoittamien etdisyyksien pddhin toisistaan. Merkit
asettuvat indekseihin 8, 9 ja 11. Tdhédnastinen tilanne on kuvattuna esimer-
kissd 16 a. (Edell. sivu).

Kustakin *-merkistd lidhtien sijoitetaan samalle vaakariville lisdd merkke-
jd Y-joukon intervallikon -237- jidsenten osoittamien etdisyyksien pddhdn
toisistaan. Toimenpide suoritetaan nyt toiseen suuntaan kuin transpositio-
vektorien tapauksissa, vasemmalta oikealle.

Intervallikon -237- ensimmdinen jisen 2 maarittdd (alimmalla vaakarivil-
14 olevasta) indeksistd 8 oikealle pdin mentdessd samalle vaakariville mer-
kin indeksiin 10. Intervallikon toinen jidsen 3 madrittdd indeksistd 10 oikeal-
le pdin mentdessd samalle vaakariville merkin indeksiin 1.

Intervallikon -237- ensimmainen jisen 2 maarittad (keskimmaiiselld vaa-
karivilld olevasta) indeksistd 9 oikealle pédin mentdessd samalle vaakariville
merkin indeksiin 11. Intervallikon toinen jisen 3 mddrittdd indeksistd 11 oi-
kealle pdin mentidessd samalle vaakariville merkin indeksiin 2.

Intervallikon -237- ensimmadinen jisen 2 maarittdd (ylimélld vaakarivilld
olevasta) indeksistd 11 oikealle pdin mentdessd samalle vaakariville merkin
indeksiin 1. Intervallikon toinen jisen 3 maarittdd indeksistd 1 oikealle pain
mentdessd samalle vaakariville merkin indeksiin 4.

Valmis kddnteismatriisi on esimerkissd 16 b. Matriisista johdettu vektori
on esimerkissd 16 c.

Esim. 16 ¢

02103100011 1 2
012345678910 11

Indeksin n komponentti ilmaisee X-joukon ja kdanteis-Y:n (akselin 0-6
suhteen kddnnetyn Y:n) n:nen transposition leikkauksen koon. Jos Y-jouk-
koa merkitddn ToY:ksi, on kddnteis-Y tilléin ToIY ja sen n:s transpositio vas- -
taavasti TpIY.

Mikili kddntdminen merkitddn kddnteisakseleita hyviksikdyttden, ilmai-
see kddnteisvektorin indeksin n numeroarvo jaettuna kahdella toisen kiin-
topisteen numeroarvon siitd akselista, jonka suhteen Y-joukko on kédidnnet-
ty. TplY =IN/2Y. '

Sama toisinpdin: X-joukon ja akselin a-(a+6) suhteen kddnnetyn Y-joukon
leikkauksen koko ndkyy kédnteisvektorin komponentissa, jonka indeksin
numeroarvo on akselin valinnaisen kiintopisteen numeroarvo kerrottuna
kahdella.12 13Y = T,lY.

Esimerkin 16 kadidnteisvektorissa indeksin 0 komponentti ilmaisee X-jou-
kon {4,5,7} ja akselin 0-6 suhteen kdidnnetyn Y-joukon leikkauksen koon.
Kdinnettdessd Y-joukosta {4,6,9} tulee joukko {3,6,8}. Jos (4, 6,9} = ToY, niin
{3,6,8} = TolY. '

Indeksin 1 komponentti ilmaisee X-joukon {4,5,7} sekd yhdelld puolisdvel-
luokka-askeleella transponoidun kidénteis-Y:n leikkauksen koon. Transpo-
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noitu kdanteis-Y (kddnnetty ja transponoitu Y) on {4,7,9). Jos {4,6,9} = TpY,
niin {4,7,9) = T11Y. Toisin merkittyni I/2{4,6,9) = (4,7,9).

Indeksin 2 komponentti ilmaisee X-joukon (4,5,7} sekd kahdella puolisi-
velluokka-askeleella transponoidun kaénteis-Y:n leikkauksen koon. Trans-
ponoitu kdinteis-Y on {5,8,10}. Jos {4,6,9) = TgY, niin {5,8,10} = ToIY. Toisin
merkittyna 11 {4,6,9) = (5,8,10).

4. 2.1.5. X:n ja Y:n vaihtaminen kdanteismatriiseissa

Esimerkissd 17 on esimerkkien 15-16 asetelma piinvastaisena. Joukko
{4,6,9} on X (esim.17 a) ja joukko {4,5,7} on Y (esim.17 b). Kohdassa 17 c on
joukko 3-2 B/5 eli -219-/5, savelluokkasisillsltdan (5,7,8), joka syntyy kddn-
nettdessd Y-joukko akselin 0-6 suhteen.

Esim 17 a 17b
®
1@
Q.2 6

Normaalijisenten summa on luonnollisesti sama kuin toisinkin péin eli 8.
*-merkit sijoitetaan indeksistd 8 kisin eri riveille X-joukon intervallikon
-237- jasenten osoittamien etdisyyksien padhdn toisistaan, jolloin ne asettu-
vat indekseihin 8, 10 ja 1. Tdhinastinen tilanne on esimerkissi 18 a.

Esim. 18 a Esim. 18 b
01234567891011 01234546789 1011

Kustakin e¢-merkistd ldhtien sijoitetaan samalle vaakariville lisdd merkke-
ja Y-joukon intervallikon -129- jdsenten osoittamien etdisyyksien pddhin
toisistaan, vasemmalta oikealle edeten.

Intervallikon -129- ensimmadinen jisen 1 madrittdd (alimmalla vaakarivil-
14 olevasta) indeksistd 8 oikealle pdin mentdessd samalle vaakariville mer-
kin indeksiin 9. Intervallikon toinen jasen 2 maarittdd indeksistd 9 oikealle
pédin mentdessd samalle vaakariville merkin indeksiin 11.

Intervallikon -129- ensimmadinen jisen 1 mdarittda (keskimmaiselld vaa-
karivilld olevasta) indeksistd 10 oikealle pdin mentdessid samalle vaakarivil-
le merkin indeksiin 11. Intervallikon toinen jédsen 2 miarittdd indeksistd 11
oikealle pdin mentdessd samalle vaakariville merkin indeksiin 1.

Intervallikon -129- ensimmadinen jiasen 1 maarittdd (ylimmalld vaakarivil-
14 olevasta) indeksistd 1 oikealle pdin mentdessd samalle vaakariville mer-
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kin indeksiin 2. Intervallikon toinen jisen 2 madrittda indeksista 2 oikealle
pdin mentdessd samalle vaakariville merkin indeksiin 4.

Valmis kddnteismatriisi on esimerkissd 18 b. Siitd johdettu vektori on esi-
merkissd 18 c. :

Esim.18 ¢
021010001311 1 2
0123454678910 11

Esimerkissd 19 a-b ovat rinnakkain esimerkkien 16 ja 18 péinvastaisten
X/Y-asetelmien tuottamat vektorit.

Esim.19 a Esim.19b
02101000121 31 2 0210100011 1 2
012345678910 11 0123454678910 11

Vektorit ovat identtiset. Tami seikka péitee kaikkiin tapauksiin. Kdanteis-
vektoreita muodostettaessa X:n ja Y:n vaihtaminen toisikseen ei muuta lop-
putulosta.

Esimerkki 20: Toinen ndyte X:n ja Y:n vaihtamisesta kddnteisvektoria
muodostettaessa. Kisiteltdvit joukot ovat samat kuin esimerkissi 12 a-b.
Vaihtoehdossa 1) X-joukko on 4-2 A/2 eli -1128-/2, sivelluokkasisilldltdan
{2,3,4,6). (Esim. 20 a). Y-joukko on 3-11 A/7 eli -345-/7, sdvelluokkasisallol-
tdan {7,10,2). (20 b). Akselin 0-6 suhteen kiddnnetty Y on joukko 3-11 B/10 eli
-435-/10, sivelluokkasisalloltian {10,2,5}. (Esim. 20 c).

Esim. 20 a 20b 20c¢

4» @ 9
8 8]
8 8
(@) (5)

Vaihtoehdossa 2) X-joukko on {7,10,2} (esim. 20 d) ja Y-joukko on {2,3,4,6}.
(Esim. 20 e). Akselin 0-6 suhteen kéddnnetty Y on joukko 4-2 B/6 eli -2118-/6,
savelluokkasisilloltidn {6,8,9,10). (Esim.20 f).

Esim.20 d 20
1

£
© 8
Lo
Q =

6
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Vaihtoehdossa 1) on X:n ja Y:n normaalijisenten summa 2+7=9. Kun X:n
intervallikon -1128- avulla ohjataan e-merkkien sijoittumista eri vaakari-
veille indeksistd 9 alkaen, paatyvat merkit indekseihin 9,10, 11 ja 1. Tdhdnas-
tinen tilanne on kuvattuna esimerkissid 21 a. Seuraavaksi sijoitetaan vaaka-
riveille lisdd merkkejd Y:n intervallikon -345- jisenten osoittamien etéisyyk-
sien pddhdn toisistaan, suuntana oikea. Valmis matriisi on esimerkissa 21 c.

Vaihtoehdossa 2) on X:n ja Y:n normaalijisenten summa sama kuin &s-
ken, 7+2=9. Kun X:n intervallikon -345- avulla ohjataan e-merkkien sijoit-
tumista eri vaakariveille indeksistd 9 alkaen, paityvit merkit indekseihin 9,
0 ja 4. Tahdnastinen tilanne on kuvattuna esimerkissd 21 b. Timén jilkeen
sijoitetaan vaakariveille lisid merkkeji Y:n intervallikon -1128- jdsenten
osoittamien etdisyyksien pddhdn toisistaan, suuntana oikea. Valmis matriisi
on esimerkissi 21 d.

Esim.21 a Esim.21b
012345486789 1011 0123456789101I
Esim.21 ¢ Esim.21d
0123456789 1011 0123454678910 11
Esim.21 e Esim. 21 f
1210211310112 1 1 12102131011 1 1
0123454678910 11 0123454678910 11

Kohdissa 21 e ja f ovat kohtien 21 c ja d matriiseista johdetut vektorit. Ne
ovat identtiset.13

4.2.2. LAAJEMPI LEIKKAUSMATRIISI

Edellisten esimerkkien matriisien ja niistd johdettujen vektorien avulla
on saatu selville leikkauksen koko X-joukon -ja kunkin Y:n edustaman
joukkoluokan jdsenjoukon vililld. Sensijaan tietoa siitd, mistd nimenomai-
sista sdvelluokista kukin leikkaus on muodostunut, ei suppeampi leikkaus-
matriisi paljasta. Koska tdmédkin informaatio on usein tarpeellinen, tarkas-
tellaan seuraavassa laajempaa leikkausmatriisia, josta myos leikkausten sa-
velluokat kdyvit ilmi.

Matriisia varten tarvitaan samanlainen 12*12 ruudun ruudukko kuin ins-
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tanssimatriisia varten. Perusasetelma on samantapainen kuin suppeam-
massa matriisissa, mutta ikddnkuin pystyyn nostettuna ja yhdelld uudella
ulottuvuudella varustettuna.

4.2.2.1. transpositiomatriisit
Esimerkki 22: esimerkin 8 X- ja Y-joukoista muodostetaan laajempi leik-

kausmatriisi. X on -129-/4 eli 3-2 A/4, sivelluokkasisilloltdan {4,5,7). Y on
-237-/4 eli 3-7 A/4, siavelluokkasisialloltidn {4,6,9).

Esim.22 a 22b
01234567 89i10n 01 234561789101
® 0 ®
o 1 ® ®
2
° 3 ®
4
5
6
7 L
8 ®
9
10 L @
1 ®

:ssacaqa\m.uuw-a

01 234567891011 01 23456789101

Todetaan X:n normaalijisenen numeroarvo, tissd tapauksessa 4, ja etsi-
tidn ruutu joka on numerolla nelja merkittyjen vaaka- ja pystyrivien leik-
kauskohdassa. Ruudun koordinaatit ovat siis 4/4. Kauttaviivan vasemmal-
le puolelle merkitdidn vaakarivit, oikealle pystyrivit.

" Y:n normaalijisenen numeroarvo, tissi tapauksessa myoskin 4, vdhenne-
tddn "X-ruudun" 4/4 vaakarivin numeroarvosta, pystyrivin numeroarvon
sdilyessd ennallaan. 4/4:std tulee siten 0/4, joka viittaa koordinaatit 0/4
omaavaan ruutuun. (Muistisddntd: Y:n normaalijisenen numeroarvoa vi-

hennettdessd liikutaan X-ruudusta aina pystyrivilld ylospdin).

Ensimmiinen e-merkki sijoitetaan ruutuun 0/4. Kuten suppeammankin
matriisin alkuasetelmassa, myos nyt X:n intervallikko, tdssd tapauksessa
-129-, ohjaa muiden merkkien sijoittumista matriisiin.

Toinen e-merkki sijoitetaan ruutuun, jonka koordinaatit vastaavat 0/4
ruudun koordinaattien ja intervallikon ensimmadisen jisenen numeroarvo-
jen summia. Laskettaessa ykkonen vuoroin yhteen sekd nollan ettd nelosen
kanssa valikoituu ruutu, joka on vaakarivin 1 ja pystyrivin 5 leikkauskoh-
dassa.

Kolmas e-merkki sijoitetaan ruutuun, jonka koordinaatit vastaavat 1/5
ruudun koordinaattien ja intervallikon toisen jisenen numeroarvojen
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summia. Laskettaessa kakkonen vuoroin yhteen sekd ykkosen ettid viitosen
kanssa valikoituu ruutu, joka on vaakarivin 3 ja pystyrivin 7 leikkauskoh-
dassa. Tédhdnastinen tilanne on kuvattu esimerkissd 22 a. (Edell. sivu).

Toimenpiteen jouduttamiseksi on olemassa oikotie. Kaikki e-merkin saa-
vat ruudut osuvat aina sille vinoriville, joka ldhtee normaalijisenten ero-
tuksen madrittimastd ruudusta oikealle alas. (Esimerkkitapauksessa ruu-
dusta 0/4 ruutuun 7/11 ja jatkuen edelleen ruudukon toisella puolella ruu-
dusta 8/0 ruutuun 11/3). Merkit voi sijoittaa normaalijasenten erotuksen
madrittimastd ruudusta suoraan tille vinoriville, X:n intervallikon jdsen-
ten osoittamien etdisyyksien pddhdn toisistaan.

Tamin jilkeen sijoitetaan kustakin e-merkistd alkaen pystyriveille lisad
merkkejd Y:n intervallikon, tdssi tapauksessa -237-, jisenten osoittamien
etdisyyksien pddhdn toisistaan. Toiminnan suunta on sama kuin normalija-
senten vdhentimisen yhteydessa, yldspdin eli kohden pienempid numero-
arvoja. (Vastaten suppeammassa leikkausmatriisissa vasemmalle menoa).

Intervallikon -237- ensimmadinen jasen 2 madrittdd ruudusta 0/4 ylospain
mentdessd merkin ruutuun 10/4. Intervallikon toinen jdsen 3 mairittdd
ruudusta 10/4 ylospdin mentidessd merkin ruutuun 7/4.

Intervallikon -237- ensimmadinen jdsen 2 maarittdd ruudusta 1/5 ylospdin
mentdessd merkin ruutuun 11/5. Intervallikon toinen jdsen 3 maiarittdd
ruudusta 11/5 ylospdin mentdessd merkin ruutuun 8/5.

Intervallikon -237- ensimmadinen jdsen 2 maarittdd ruudusta 3/7 ylospiin
mentdessd merkin ruutuun 1/7. Intervallikon toinen jasen 3 méarittdd ruu-
dusta 1/7 ylospdin mentdessd merkin ruutuun 10/7.

Valmis matriisi on ndhtdvissa esimerkissd 22 b.

X-joukon ja Y-joukon n:nen transposition leikkauksen koko selvidd laske-
malla yhteen vaakarivilld n sijaitsevien e-merkkien maarad. Leikkauksen si-
velluokkasisiltd selvidd katsomalla, milld pystyriveilld merkit sijaitsevat.

X-joukon ja Y-joukon (ToY) leikkaus sijoittuu aina 0. vaakariville. X:n ja

T1Y:n, esimerkkitapauksessa joukon -237-/5, leikkaus sijoittuu aina 1. vaa-
kariville jne. Vaakarivin numero on myds transpositiointervallin numero. -
Vaakarivin numeron ja Y-joukon normaalijisenen summa osoittaa, kuin-
ka mones Y:n joukkoluokan jdsenjoukko on kyseessa.
Esimerkkimatriisin vaakariviltd nolla nidkyy, ettd X-joukolla {4,5, 7} ja Y-jou-
kolla {4,6,9) on yhteisend jasenend sidvelluokka 4. Vaakariveilld 4,5 ja 6 ei ole
merkkejd lainkaan, joten Y:std neljin, viiden ja kuuden puolisivelluokka-
askeleen pédssi olevilla jasenjoukoilla {8,10,1} eli -237-/8 , {9,11,2} eli -237-/9
ja {10,0,3) eli -237-/10 (T4Y, T5Y ja TgY) ei ole yhteisid sdvelluokkia X-joukon
kanssa. Vaakariveilld 1 ja 10 on kaksi merkkii kummassakin, joten jisen-
joukoilla {5,7,10} eli -237-/5 ja {2,4,7) eli -237-/2 (T1Y ja T10Y) on kaksi yhteis-
td jisentd X-joukon kanssa. Edellisessd tapauksessa yhteiset jisenet ovat si-
velluokat 5 ja 7, jalkimmadisessd 4 ja 7.

Matriisista voidaan myd&skin ndhdd suoraan, milld jisenjoukoilla on yh-
teisend jasenend X:n kanssa tietty sdvelluokka. Esimerkiksi sdvelluokka 5 on
yhteisend jasenend X:lld ja Y:std yhden, kahdeksan ja yhdentoista puolisi-
velluokka-askeleen pdidssi olevilla jisenjoukoilla (5,7,10} eli -237-/5, {0,2,5)
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eli -237-/0 ja {3,5,8} eli -237-/3 (T1Y, TgY ja T11Y). Jokainen X:n sdvelluokka
osallistuu leikkaukseen yhtd monta kertaa. Timé pétee kaikkiin tapauksiin.

Laajemmasta leikkausmatriisista voidaan muodostaa vektori kirjoittamal-
la kunkin vaakarivin e-merkkien lukumé&idrd komponentiksi rivin nume-
roarvoa vastaavaan indeksiin.

Esimerkki 23: X/Y-asetelma on esimerkistd 12. X-joukko on 4-2 A/2 eli
-1128-/2, sédvelluokkasisdlloltiaan (2,3,4,6). Y-joukko on 3-11 A/7 eli -345-/7,
sdvelluokkasisilloltiin {7,10,2).

X:n normaalijisenen numeroarvo on 2. Etsitddn ruutu, joka on numerolla
kaksi merkittyjen vaaka- ja pystyrivien leikkauskohdassa. Y:n normaalijése-
nen numeroarvo 7 vihennetddn ruudun vaakakoordinaatin numeroarvos-
ta, jolloin pdddytddn ruutuun 7/2. (2-7=-5=7). Pystyrivin numeroarvon siily-
essd ennallaan ensimmdinen e-merkki sijoitetaan ruutuun 7/2. X:n inter-
vallikko -1128- ohjaa muiden merkkien sijoittumista.

Intervallikon ensimmadinen jisen 1 miarittdd ruudusta 7/2 kisin vaakari-
viksi 8 ja pystyriviksi 3 (7+1/2+1). Toinen e*-merkki tulee ruutuun 8/3. In-
tervallikon toinen jisen 1 miirittdd ruudusta 8/3 kisin vaakariviksi 9 ja
pystyriviksi 4 (8+1/3+1). Kolmas e-merkki ruutuun 9/4. Intervallikon kol-
mas jasen 2 mdadrittdd ruudusta 9/4 kisin vaakariviksi 11 ja pystyriviksi 6
(9+2/4+2). Neljés e-merkki ruutuun 11/6. Tdhédnastinen tilanne on kuvattu
esimerkissd 23 a

Esim. 23 a 23b
01 234567809101 01 23456178 91011

SSee~NONAUN=S
o .
AR EYX G

01 234567801011 0123456789101

Tamaén jidlkeen sijoitetaan lisdd merkkejd Y:n intervallikon -345- ohjaama-
na.

Intervallikon -345- ensimmadinen jasen 3 mddrittdd ruudusta 7/2 ylospéin
mentdessd merkin ruutuun 4/2. Intervallikon toinen jdsen 4 maarittdd ruu-
dusta 4/2 ylospidin mentdessd merkin ruutuun 0/2.

Intervallikon -345- ensimmdinen jdsen 3 méadrittdd ruudusta 8/3 ylospam
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mentdessd merkin ruutuun 5/3. Intervallikon toinen jdsen 4 madrittdd ruu-
dusta 5/3 ylospdin mentdessd merkin ruutuun 1/3.

Intervallikon -345- ensimmadinen jasen 3 médarittdd ruudusta 9/4 yldspiin
mentdessd merkin ruutuun 6/4. Intervallikon toinen jdsen 4 médrittdd ruu-
dusta 6/4 ylospdin mentdessd merkin ruutuun 2/4.

Intervallikon -345- ensimmadinen jisen 3 méaérittdd ruudusta 11/6 ylospdin
mentdessd merkin ruutuun 8/6. Intervallikon toinen jdsen 4 midrittdd ruu-
dusta 8/6 ylospdin mentdessd merkin ruutuun 4/6.

Valmis matriisi on kuviossa 23 b.

42.22. X:n ja Y:n vaihtaminen laajemmassa transpositiomatriisissa

Esimerkin 24 a matriisissa on kidytetty samoja joukkoja kuin esimerkissi
22, mutta X ja Y ovat vaihtaneet paikkaa. Nyt X = {4,6,9} ja Y = {4,5,7).

Esimerkin 24 b matriisissa puolestaan on kiytetty samoja joukkoja kuin
esimerkissd 23, mutta X ja Y ovat vaihtaneet paikkaa. Nyt X = {7,10,2) ja Y =
(2,3,4,6).

Esim.24 a 24b
01 23456789101 01 234561789101
® 0 ) 0
° 1 ® 1
® ® 2 2
3 ® 3
® 4 L 4 ® 4
o 5 ) 5
1 6 ) 6
7 ® ?
8 ] [ 8
® 9 9
10 ) 10
® o L ) 1

01 234567789101M1 0123456789101

Vertaamalla a-kohdan matriisia esimerkin 22 b-kohdan matriisiin ja b-koh-
dan matriisia esimerkin 23 b-kohdan matriisiin voidaan todeta, ettd vaakari-
vien 1-11 riveittdin yhteenlasketuista e-merkeistdi muodostuvat kompo-
nenttien jonot ovat pédinvastaiset. Mutta tima yhtildisyys koskee vain leik-
kausten kokoja, leikkausten sdvelluokkasisdltéihin se ei ylla. Jos 0. vaakari-
vejd lukuunottamatta matriisien numeroarvoiltaan komplementtisia rive-
jd verrataan ristiin (aiempien esimerkkien matriisien 1. vaakarivit verrattu-
na esimerkin 24 matriisien 11. vaakariveihin, aiempien esimerkkien matrii-
sien 2. vaakarivit verrattuna esimerkin 24 matriisien 10. vaakariveihin jne.)
huomataan, ettd leikkausjoukot eivit ole muodostuneet samoista sivelluo-
kista.
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4.2.2.3. kdinteismatriisit

Laajemman leikkausmatriisin yhteydessd kddnteismatriisin muodostami-

- sella on samanlainen ero transpositiomatriisin muodostamiseen kuin silld

WO NMNND UUN=Q

=3

oli suppeammankin matriisin yhteydessa.

Esimerkki 25 : joukot ovat samoja kuin useissa aiemmissa esimerkeissi. X
on joukko -129-/4 eli 3-2 A/4, sédvelluokkasisilloltddn {4,5,7). Y on joukko
-237-/4 eli 3-7 A/4, sivelluokkasisilloltidn {4,6,9].

X:n normaalijdsenen numeroarvo on 4. Etsitddn ruutu, joka on numerolla
4 merkittyjen vaaka- ja pystyrivien leikkauskohdassa. Sen koordinaatit ovat
4/4. Y:n normaalijisenen numeroarvo 4 lisitddn ruudun vaakarivin nume-
roarvoon, jolloin padadytddn ruutuun 8/4. Pystyrivin numero siilyy nytkin
ennallaan. (Muistisddnt6é: Y:n normaalijisenen numeroarvoa X:n normaali-
jdsenen numeroarvoon lisdttdessd liikutaan "X-ruudusta" aina pystyrivilld
alaspiin ).

Ensimmadinen e-merkki sijoitetaan ruutuun 8/4. Aiempaan tapaan alkuti-
lanteen muiden merkkien sijoittumista ohjataan X:n intervallikon, tdssi ta-
pauksessa -129-, avulla. Intervallikon ensimmaiinen jisen 1 maarittdd ruu-
dusta 8/4 kisin vaakariviksi 9 ja pystyriviksi 5. Toinen e-merkki ruutuun
9/5. Intervallikon toinen jdsen 2 madrittdd ruudusta 9/5 kdsin vaakariviksi
11 ja pystyriviksi 7. Kolmas e-merkki ruutuun 11/7. Tédhdnastinen tilanne
on kuvattu esimerkissi 25 a

Esim.25a 25b
01 234567891011 0123456 1¢?89101
0
1 ® ®
2 ®
3
4 ®
5
6
7
® 8 °
[ 9 [
10 ®
o 1 L L

::EBD@NIG\UIAUIN—'O

01 234567891011 0123456778911

Muiden e-merkkien sijoittumista pystyriveille ohjataan Y:n intervallikon,
tdssd tapauksessa -237-, avulla. Toiminnan suunta on nyt sama kuin nor-
maalijisenten yhteenlaskemisen yhteydessi, alaspdin eli kohden suurempia
numeroarvoja. (Vastaten suppeammassa siséltSleikkausmatriisissa oikealle
menoa). '
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Intervallikon -237- ensimmadinen jdsen 2 médirittdd ruudusta 8/4 alaspiin
mentdessd merkin ruutuun 10/4. Intervallikon toinen jisen 3 méarittad

ruudusta 10/4 alaspdin mentédessd merkin ruutuun 1/4.

Intervallikon -237- ensimmadinen jasen 2 maarittdd ruudusta 9/5 alaspdin
mentdessd merkin ruutuun 11/5. Intervallikon toinen jdsen 3 miarittdd

ruudusta 11/5 alaspdin mentdessd merkin ruutuun 2/5.

Intervallikon -237- ensimmadinen jdsen 2 méarittid ruudusta 11/7 alaspéin
mentdessd merkin ruutuun 1/7. Intervallikon toinen jisen 3 médrittdd ruu-
dusta 1/7 alaspdin mentidessd merkin ruutuun 4/7.

Matriisi on valmiina esimerkissd 25 b.

Vaakarivi n osoittaa X:n ja TalY:n leikkaukseen koon ja sdvelluokkasisil-

16n.

0. vaakarivi osoittaa X:n ja kddnteis-Y:n (ToIY) leikkaukseen koon ja sédvel-
luokkasisdllon. Kidanteis-Y on -327-/3 eli 3-7 B/3, sdvelluokkasisilloltidan

{3,6,8}.

1. vaakarivi osoittaa X-joukon ja T1IY:n (Y-joukosta akselin 1/2 - 6 1/2 suh-
teen kddntdmailld muodostetun joukon) -327-/4 eli (4,7,9) leikkauksen koon

ja sdvelluokkasisallon.

2. vaakarivi osoittaa X-joukon sekd ToIY:n (Y-joukosta akselin 1 - 7 suh-
teen kddntimalld muodostetun joukon) -327-/5 eli {5,8,10} leikkauksen koon

ja sdvelluokkasisillén. Jne.

Esimerkki 26: asetelma on esimerkistd 12. X-joukko on 4-2 A/2 eli -1128-/2,
savelluokkasisilloltdan {2,3,4,6}. Y-joukko on 3-11 A/7 eli -345-/7, sdvelluok-

kasisalloltaan {7,10,2).

Esim:26 a 26b
01 2345617809101 01 234567789101
0 e
° 1 ® °
2 ()
3
4 ® ®
5 °
6 ®
7
8 °
[ ) 9 1B
(] 10 ®
[ ) 1 ®

01 234567789101

01 2345677809101

oA NNDLON=

-— -
-

X:n normaalijisenen numeroarvo on kaksi. Etsitddn ruutu, joka on nu-
merolla 2 merkittyjen vaaka- ja pystyrivien leikkauskohdassa, ja lisdtdan
Y:n normaalijdsenen numeroarvo 7 sen vaakarivin numeroarvoon. Pystyri-
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vin numeroarvon siilyessid ennallaan paddytdin ruutuun 9/2.

Ensimmadinen ¢-merkki sijoitetaan ruutuun 9/2. X:n intervallikon -1128-
ensimmadinen jdsen 1 madrittdd ruudusta 9/2 lihtien vaakariviksi 10 ja pys-
tyriviksi 3. Toinen e-merkki ruutuun 10/3. Intervallikon toinen jdsen 1
maédrittdd ruudusta 10/3 ldhtien vaakariviksi 11 ja pystyriviksi 4, joten kol-
mas *-merkki sijoitetaan ruutuun 11/4. Intervallikon kolmas jasen 2 maa-
rittdd vield ruudusta 11/4 ldhtien vaakariviksi 1 ja pystyriviksi 6 (11+2/4+2).
Neljas e-merkki sijoitetaan ruutuun 1/6. Tdhdnastinen tilanne on kuvattu
esimerkissd 26 a (edell. sivu).

Muiden e-merkkien sijoittumista pystyriveille ohjataan Y:n intervallikon
-345- avulla. Toiminnan suunta alaspdin.

Intervallikon -345- ensimmadinen jisen 3 maarittdd ruudusta 9/2 alaspiin
mentdessd merkin ruutuun 0/2. Intervallikon toinen jasen 4 maarittdd ruu-
dusta 0/2 alaspdin mentdessd merkin ruutuun 4/2.

Intervallikon -345- ensimmdinen jisen 3 midrittdd ruudusta 10/3 alaspiin
mentdessd merkin ruutuun 1/3. Intervallikon toinen jasen 4 maarittda ruu-
dusta 1/3 alaspdin mentdessd merkin ruutuun 5/3.

Intervallikon -345- ensimmadinen jisen 3 méérittdd ruudusta 11/4 alaspdin
mentdessd merkin ruutuun 2/4. Intervallikon toinen jisen 4 maédrittdd ruu-
dusta 2/4 alaspdin mentdessd merkin ruutuun 6/4.

Intervallikon -345- ensimmadinen jisen 3 madrittdd ruudusta 1/6 alaspiin
mentdessd merkin ruutuun 4/6. Intervallikon toinen jisen 4 maarittaa ruu-
dusta 4/6 alaspdin mentdessd merkin ruutuun 8/6.

Valmis matriisi on kuviossa 26 b.

42.24. X:n ja Y:n vaihtaminen laajemmassa kididnteismatriisissa

01 234567891011 0123456789101

CONNADL AN =

0 o
® o 1 ® ®
o 2 ®
3
o 4 ] °
3 )
6 [
1
° 8 ®
® 9 °
® 10 ° |
® ® " ® 1
01 2345678910Mn 01 2345677891011
Esim. 27 a 27b

Esimerkki 27: a-kohdan kédadnteismatriisissa on kadytetty samoja joukkoja
kuin esimerkissd 25, mutta X ja Y ovat vaihtaneet paikkaa. Nyt X = {4,6,9} ja
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Y ={4,5,7}).

27 b-kohdan kiinteismatriisissa puolestaan on kiytetty samoja joukkoja

kuin esimerkissd 26, mutta X ja Y ovat vaihtaneet paikkaa. Nyt X = {7,10,2} ja
Y = {2,3,4,6).
Vertaamalla a-kohdan matriisia esimerkin 25 b matriisiin ja b-kohdan mat-
riisia esimerkin 26 b-kohdan matriisiin voidaan todeta, etti vaakarivien 0-
11 riveittdin yhteenlasketuista e-merkeistd muodostuvat komponenttien jo-
not ovat identtiset. Leikkausjoukkojen sivelluokkasiséltoihin yhtildisyys ei
sensijaan pdde, kuten se ei pdtenyt transpositiomatriisienkaan tapauksessa.
Vastaavien vaakarivien leikkaukset eivit ole muodostuneet samoista sivel-
luokista.

4. 3. LEIKKAUSTEN YHTEENLASKETTU KOKO

Vektorien yksittdisten komponenttien mairdytyminen juuri tietynkokoi-
siksi riippuu luonnollisesti kulloistenkin X- ja Y-joukkojen ominaisuuksis-
ta sekd vektorityypistd. Komponenttien summa sensijaan on yleisluontoi-
sempi seikka, joka on vaivattomasti selvitettidvissd X:n ja Y:n koon avulla.

Summa on aina yhta suuri kuin X:n ja Y:n kardinaalisuuksien tulo,
#X * #Y. (Intervallivektorit tekevit tdssd suhteessa poikkeuksen. Niiden
komponenttien summien madrdytymistd tarkastellaan kohdassa 4.3.2.).

Esimerkiksi 2-jdsenisen X:n ja 2-jdsenisen Y:n transpositio- ja kadinteisvek-
toreissa komponenttien summa on aina 2*2=4, riippumatta siitd kumpi jou-
koista kulloinkin on X ja kumpi Y, ja riippumatta my&skiin siitd, kuulu-
vatko X ja Y eri joukkoluokkiin, samaan joukkoluokkaan vai ovatko ne
kenties sama joukko.

3-jdsenisten X:n ja Y:n transpositio- ja kddnteisvektoreissa komponenttien
summa on aina 3 * 3=9, 4-jisenisten vektoreissa 4 *4=16, 5-jisenisten 5*5=25,
6-jisenisten 6 * 6=36, 7-jdsenisten 7 * 7=49, 8-jisenisten 8 * 8=64, 9-jisenisten
9 * 9=81, 10-jdsenisten 10 * 10=100, 11-jasenisten 11 * 11=121 ja 12-jisenisten
12 * 12=144.

3- ja 5-jdsenisten X:n ja Y:n transpositio- ja kddnteisvektoreissa kompo-
nenttien summa on aina 3 * 5=15, 4- ja 7-jasenisten 4 * 7=28, 8-ja 6-jdsenisten
8 * 6=48 jne.14

4.4. SAMAN X:N JA Y:N TRANSPOSITIO- JA KAANTEISVEKTORIT JA
-MATRIISIT

Esimerkkien 5-6 tapausta lukuunottamatta ovat kaikki edellisten esimerk-
kien asetelmat tuottaneet ristikorrelaatiovektorin tai -matriisin, toisinsano-
en X ja Y ovat kuuluneet eri joukkoluokkiin ja olleet niinmuodoin myds
eri joukkoja. Se onko tietystd asetelmasta muodostettu transpositio- vaiko
kéddnteisvektori/matriisi ei ole liioin muuttanut asiaa, silli kdinteisvekto-
rien tapauksissa kdidnteis-Y:kin on ollut eri joukko ja eri joukkoluokan ji-
sen kuin X.

Seuraavassa on tarkoitus tarkastella saman X:n ja Y:n vektoreita ja matrii-
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seja. Saman X:n ja Y:n transpositiovektori on autokorrelaatiovektori, ja sa-
man X:n ja Y:n kddnteisvektori on TICS-vektori, joka puolestaan on risti-
korrelaatiovektorien alalaji. (Ks. kohta 1.3.). Jilkimmdiinen luonnehdinta
saattaa vaikuttaa paradoksaaliselta, silld ristikorrelaatiovektorin kriteerina-
hén oli juuri eri X ja Y. Télléin tulee kuitenkin muistaa, ettd kdédnteisvekto-
rien/matriisien tapauksissa vain kdytetddn Y:ti, mutta tutkitaan todellisuu-
dessa kddnteis-Y:td ja sen edustamaa joukkoluokkaa.

Vektorien tai matriisien muodostamisten kannalta jako eri X:n ja Y:n tai
saman X:n ja Y:n tapauksiin ei sikili olisi vilttimitonta, ettd toimenpiteet
ovat samanlaisia X:n ja Y:n keskindisistd suhteista riippumatta. Saman X:n
ja Y:n tapausten erillisen tarkastelun puolesta puhuu kuitenkin se, ettd niil-
14 on selkeitd tapauksensisdisid ominaisuuksia, joiden tuntemisesta on hyd-

tya.
44.1. AUTOKORRELAATIOVEKTORIT JA -MATRIISIT

Autokorrelaatiomatriisia muodostettaessa on X:n ja Y:n normaalijidsenten
erotus luonnollisesti kaikissa tapauksissa 0, joten ensimmiinen e-merkki-
kin sijoittuu aina (suppeammassa leikkausmatriisissa) indeksiin 0 tai (laa-
jemmassa leikkausmatriisissa) johonkin ruutuun vaakarivilld 0. X:n ja Y:n
ollessa sama joukko voidaan lyhyemmin puhua vain X/Y-joukosta.

Esim.28 a » Esim.28 b
L] L] L] L ] . .
0123454678910 11 0123456789 1011

Matriisit koottuina vektoreiksi:

Esim.28 ¢ Esim.28 d
31311000001 1 1 3011010101 1 0
012345¢678 910 11 0123456789 1011
Esim.28 e Esim.28 f
0123456789 1011 0123454678910 11
Matriisit koottuina vektoreiksi:
Esim.28 g Esim.28 h
4221100011 2 2 3001110111 0 0
0123456789 10 11 0123456 8 9 10 11
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Esimerkin 28 a autokorrelaatiomatriisissa X/Y-joukko on 3-2 A/4 eli -129-/4,
sdvelluokkasisilloltian {4,5,7}.

Esimerkin 28 b autokorrelaatiomatriisissa X/Y-joukko on 3-7 A/4 eli -237-/4,
sdvelluokkasisalloltdan (4,6,9).

Esimerkin 28 e autokorrelaatiomatriisissa X/ Y-Joukko on 4-2 A/2 eli -1128-
/2, sdvelluokkasisilloltdadn (2,3,4,6).

Esimerkin 28 f autokorrelaatiomatriisissa X/Y-joukko on 3-11 A/7 eli -345-
/7, savelluokkasisillsltian {7,10,2).

Vektoreissa on kaksi merkillepantavaa yhtilaisyytti. 1) indeksin 0 kompo-
nentti on kaikissa X/Y-joukon kokoinen. 2) indeksien 1-11 komponenttien
muodostama numerojono on kaikissa symmetrinen indeksin 6 komponen-
tin suhteen. Toisinsanoen numeroarvoiltaan komplementtisiin indeksei-
hin tulee samankokoinen komponentti. Indeksin 1 viittaamalla Y:n trans-
positiolla on samankokoinen leikkaus X-joukon kanssa kuin indeksin 11
viittaamalla Y:n transpositiolla. Indeksin 2 viittaamalla Y:n transpositiolla
on samankokoinen leikkaus X-joukon kanssa kuin indeksin 10 viittaamalla
Y:n transpositiolla. Jne. Ndma ominaisuudet koskevat kaikkia autokorrelaa-
tiovektoreita.

Autokorrelaatiovektoreilla on lisiksi muuan mielenkiintoinen ja tirked
ominaisuus: ne kertovat X/Y-joukon kokonaisintervallisisillon. Tétd seik-
kaa, johon alustavasti viitattiin jo timidn luvun kohdassa 1.3., tarkastellaan
seuraavassa hieman lidhemmin.

4.42. JOUKON KOKONAISINTERVALLISISALTO

Kasitteistod -luvun kohdassa 2.5. todettiin, ettd kaksi sdvelluokkaympyral-
le mielivaltaisesti sijoitettua sdvelluokkaa a ja b maarittdvit aina kaksi in-
tervallia, suunnatun intervallin <ab> = b-a (my6tipdivdin a:sta b:hen) ja
suunnatun intervallin <b,a> = a-b (myotdpiiviin b:std achan). Nama kaksi
"vélimatkavaihtoehtoa" ovat aina toistensa komplementti-intervallit ja
muodostavat yhdessd jonkin intervalliluokan.

Jos tietty intervalli todetaan joukon kahden jisenen vililld, merkitsee ti-
mi automaattisesti sitd, ettd sen komplementti-intervalli on myos joukon
intervallisisdllossd mukana, muodostuen toisesta samojen jisenten miirit-
tamdstd intervallista. Nédinollen jos tietyn joukon kokonaisintervallisisil-
16ssd on n kappaletta intervallia m, on sen kokonaisintervallisisillossi au-
tomaattisesti aina mySs n kappaletta komplementti-intervalleja 12-m

Yhtddltd siis tiedetddn, ettd autokorrelaatiovektorien numeroarvoiltaan
komplementtisille indekseille muodostuu aina samankokoinen kompo-
nentti ja toisaalta, ettd joukossa on aina yhtd paljon komplementti-interval-
leja. Téstd viridd luontevasti kiinnostus leikkauksen ja intervallisisillon
keskindiseen suhteeseen. Asiaa voidaan valaista seuraavan esimerkin avul-
la.

Esimerkki 29: oletetaan joukko, jonka jisenet ovat sidvelluokat

149



Leikkausvektorit

{a,b,c,a+m,b+m,c+m}. Joukon kokonaisintervallisisdlt66n kuuluu 3 kappa-
letta intervalleja m, jotka sijaitsevat sidvelluokkien a ja a+m, b ja b+m seki c
ja c+m vileissi. ,

Joukko {a,b,c,a+m,b+m,c+m} transponoidaan intervallilla m. Transpo-
noinnin muodostuessa transpositiointervallin ja sdvelluokkien yhteenlas-
kusta syntyy transpositiosta joukko {a+m,b+m,c+m,a+m+m,b+m+m,
c+m+m), jolla on kolme yhteistd sdvelluokkaa transponoimattoman jou-
kon kanssa, nimittdin sivelluokat a+m, b+m ja c+m. Kuten aina kahdella
saman joukkoluokan jisenjoukolla, on joukolla {a,b,c,a+m,b+m,c+m] ja sen
m-transpositiolla identtinen kokonaisintervallisisidlté. Alkuperdisen jou-
kon ja m-transposition ensimmadisid, toisia, kolmansia jne. sidvelluokkia
kutsutaan seuraavassa toistensa vastinjdseniksi.

Esimerkistd ndkyy leikkauksen ja intervallisisdllon kasitteiden keskindi-
nen riippuvuussuhde:

1) joukon kokonaisintervallisisallgssd on kolme kappaletta intervalleja m,
siis joukolla on kolme yhteistd sdvelluokkaa m-transpositionsa kanssa.

Alkuperiisen joukon jdsen a transponoituu m-transpositiossa vastinjise-
nekseen a+m, joka on myds alkuperiisen joukon jasen. a+m voi olla jouk-
kojen yhteinen jdsen vain silld ehdolla, ettd alkuperiisessd joukossa on seki
jdsen a ettd jasen a+m. Jos siind olisi pelkkd a, ei m-transposition vastinji-
sen a+m voisi tietenkdin olla joukoille yhteinen. Jos taas siind olisi pelkka
a+m, ei m-transpositiossa voisi olla yhteiseni jisenena tdti sivelluokkaa,
silld se on nimenomaisesti alkuperdisen joukon jisenen a vastinjisen. Yh-
teisen jdsenen edellytyksend olevat alkuperdisen joukon sdvelluokat a ja
a+m madrittdvit keskenddn intervallin m: yhtd intervallia kohti yksi yhtei-
nen jisen. Sama tilanne on b:n ja b+m:n seki c:n ja c+m:n vililli. Kolme in-
tervallia m tuottavat joukoille kolme yhteistd sdvelluokkaa.

2) vastinjiseniltidn intervallin m etdisyydelld toisistaan sijaitsevilla jou-
koilla on 3 yhteistd sdvelluokkaa, siis joukoille yhteisessd kokonaisinterval-
lisisillossd on kolme kappaletta intervallia m.

m-transposition sidvelluokkien a+m, b+m ja c+m vastinjisenind alkupe-
rdisessd joukossa tulee olla m:lld vield transponoimattomat jisenet a,b ja c.
Toisaalta alkuperdisessd joukossa tulee olla my&s jisenet a+m, b+m ja c+m,
silld muuten yhteisten jisenten ehto ei tulisi tdytetyksi. Kolme yhteistd ji-
sentd joukkojen vililli sanelee kolme kpl intervalleja m alkuperdisen jou-
kon kokonaisintervallisisdltoon, sdvelluokkaparien a ja a+m, b ja b+m seki
¢ ja c+m vilille.

Ja vastaavasti, alkuperdisen joukon sdvelluokkien a+m, b+m ja c+m vas-
tinjdsenind m-transpositiossa tulee olla m:lld transponoidut sidvelluokat
a+m+m, b+m+m ja c+m+m. Toisaalta m-transpositiossa tulee yhteisten ji-
senten ehdon tdyttimiseksi olla myos jisenet a+m, b+m ja c+m. Téiten jouk-
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kojen vilisestd kolmesta yhteisestd jisenesta seuraa m-transposition koko-
naisintervallisisdlt6on 3 kpl intervalleja m, sivelluokkaparien a+m ja
a+m+m, b+m ja b+m+m sekd c+m ja c+m+m vilille.

Joukkojen vastinjdsenten vilisten etdisyyksien toinen vaihtoehto on in-
tervallin m komplementti-intervalli 12-m, joten a) joukkojen yhteisessd ko-
konaisintervallisisidllossd on kolme kappaletta my6s intervallia 12-m, ja b)
vastinjdseniltidn 12-m:n etdisyydella toisistaan olevilla joukoilla on kolme
yhteistd sdvelluokkaa.

Selvennykseksi muutama lisdesimerkki. Tdlld erdd ei puhuta joukon
transponoimisesta toiseksi joukoksi, vaan yksinkertaisesti jisenjoukkojen
vilisistd etdisyyksista.

Esimerkki 30: oletetaan kaksi joukkoluokan 2-2 jasenjoukkoa, {0,2} ja‘[2,4}.
(Esim. 30 a-b).

Esim.30 a
0)

/3

Joukkojen yhteinen intervallikko on -2,10-. Joukkojen niinikddn yhteinen
autokorrelaatiovektori on esimerkissi 30 c.

Esim.30 ¢
2.01 0000000 1 0
0123454678910 11

Joukkojen {0,2} ja {2,4} leikkaus on yhden sédvelluokan kokoinen. Vas- .
tinjdsenten vélisten etdisyyksien vaihtoehdot ovat intervallit 2 ja 10.

Kokonaisintervallisisdltéén kuuluu 1 kpl intervalleja 2, joukossa {0,2}
myo&tapdivain kuljettaessa sdvelluokkien 0-2 vililld ja joukossa {2,4) myo-
tdpdivddn kuljettaessa sdvelluokkien 2-4 vililldi. Molempiin joukkoihin
muodostuu yksi kappale myo6s kakkosten komplementti-intervalleja 10,
joukkoon (0,2} mydtapdivdan kuljettaessa sdvelluokkien 2-0 vilille ja jouk-
koon (2,4} myo6tapdivaan kuljettaessa sdvelluokkien 4-2 vilille.

Joukkojen leikkaukseen kuuluu siis yhtd monta sdvelluokkaa kuin koko-
naisintervallisisdltdén kuuluu niitd intervalleja, jotka vastaavat vastinji-
senten kahta mahdollista keskindistd etdisyytta.

Esimerkki 31: oletetaan kaksi joukkoluokan 4-1 jasenjoukkoa, (0,1,2,3} ja
{1,2,3,4}. (Esim.31 a-b, seur. sivu).
Yhteinen intervallikko on -1119-. Yhteinen autokorrelaatiovektori on esi-
merkissd 31 c.Joukkojen leikkaus on kolmen sdvelluokan kokoinen. Vastin-
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jasenten vilisten etdisyyksien vaihtoehdot ovat intervallit 1 ja 11

Esim.31 a 31b

Esim.31 ¢
4 321000001 2 3
0123454678910 11

Yhteiseen kokonaisintervallisisaltoon kuuluu 3 kpl intervalleja 1, joukos-
sa {0,1,2,3) myotapdivadn kuljettaessa sdvelluokkien 0-1, 1-2 ja 2-3 vililld ja
joukossa (1,2,3,4} myotapédivaan kuljettaessa sdvelluokkien 1-2, 2-3 ja 3-4 vi-
lilld. Molemmissa on 3 kpl my6s intervalleja 11, joukossa {0,1,2,3} myotapai-
vddn kuljettaessa sdvelluokkien 1-0, 2-1 ja 3-2 vililld ja joukossa {1,2,3,4)
my6tdpdivadn kuljettaessa sivelluokkien 2-1, 3-2 ja 4-3 vililla.

Joukkojen leikkaukseen kuuluu yhtd monta sdvelluokkaa kuin kokonais-
intervallisisdlt6on kuuluu niitd intervalleja, jotka vastaavat vastinjisenten
kahta mahdollista keskindistd etdisyytta.

Esimerkki 32: oletetaan kaksi joukkoluokan 4-1 jasenjoukkoa, {0,1, 2,3} ja
(2,3,4,5). (Esim.32 a-b). '

Esim.32 a 32b

Yhteinen intervallikko on -1119-. Yhteinen autokorrelaatiovektori on esi-
merkissa 32 c.

Esim. 32 ¢
4 321000001 2 3
01234567829 1011

Joukkojen leikkaus on kahden sdvelluokan kokoinen. Vastinjisenten vi-
listen etdisyyksien vaihtoehdot ovat intervallit 2 ja 10.

Kokonaisintervallisisdlté6n kuuluu 2 kpl intervalleja 2, joukossa {0,1,2,3}
myotipdivdan kuljettaessa sidvelluokkien 0-2 ja 1-3 vililld ja joukossa
{2,3,4,5) my6tapadivaan kuljettaessa sdvelluokkien 2-4 ja 3-5 vililldi. Molem-
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missa on my0s 2 kpl intervalleja 10, joukossa {0,1, 2,3} my6tdpdivdan kuljet-
taessa sdvelluokkien 2-0 ja 3-1 vililld ja joukossa {2,3,4,5} myotapdivadn kul-
jettaessa sidvelluokkien 4-2 ja 5-3 vililla.

Edellisten esimerkkien tapaan leikkaukseen kuuluu yhtd monta sidvel-
luokkaa kuin kokonaisintervallisisdltoon intervalleja, jotka vastaavat vas-
tinjisenten kahta mahdollista keskindistd etdisyytta.

Autokorrelaatiovektoria ja kokonaisintervallisisidltdd voidaan "lukea ris-
tiin". Leikkausten koot (autokorrelaatiovektorien komponentit) kertovat,
kuinka monta kappaletta kutakin intervallia joukon kokonaisintervallisi-
sdllossd on. Kokonaisintervallisisdllon tietyn intervallin médrd puolestaan
kertoo, kuinka suuri leikkaus vastinjdseniltddn tuota intervallia vastaavalla
etdisyydelld toisistaan olevien jisenjoukkojen vilille muodostuu.

Juuri tédtd seikkaa koskee kohdan 4.1.3. huomautus, jossa todettiin erdiden
joukkoteoreettisissa teksteissd kdytettyjen termien viittaavan intervallisisal-
t66n kun kyse on leikkauksista, ja pdinvastoin. Késitteiden vililld on suora
yhteys, jota voidaan kidyttdad hyviksi.

4.4.3. INTERVALLIVEKTORI

Koska autokorrelaatiovektorin indeksin 0 komponentti on aina tutkitta-
van joukon kokoinen ja koska indekseihin 1-11 tulevat komponentit aset-
tuvat aina indeksin 6 komponentin suhteen symmetriseen asetelmaan, voi-
daan indeksin 0 komponetti ja indeksien 7-11 komponentit jittdd pois. Li-
siksi indeksin 6 komponentti jaetaan kahdella.

Talloin on autokorrelaatiovektorista muodostettu 6-indeksinen intervalli-
vektori. Vasemmanpuoleisin indeksi on nro 1, seuraava nro 2 jne, kuuteen
saakka. Vektorin lyhyyden vuoksi indeksejd ei yleensd merkitd ndkyviin.
Komponentin sijainti vektorissa osoittaa, mikd sen indeksi on.

Intervallivektori tarjoaa periaattessa saman maérén tietoa kuin autokorre-
laatiovektorikin, silli autokorrelaatiovektorista karsittu informaatio on hel-
posti pditeltidvissd olevaa. Autokorrelaatiovektorin indeksin 0 komponentti -
on aina suoraan nihtivissd X/Y-joukon koosta - joukolla on aina itsensa
kokoinen leikkaus itsensd kanssa - ja indeksien 7-11 komponentit selvidvat
tutkimalla numeroarvoiltaan komplementtisten indeksien komponentit. 6.
komponentin puolittaminen sensijaan saattaa ensialkuun herdttdd protesti-
mielialaa: miksi yhteen komponenttiin kajotaan, kun muut jitetddn enti-
selleen. Tdméa on kuitenkin johdonmukaista.

4.4.3.1. intervallivektorin indeksin 6 komponentin puolittaminen

Oletetaan, ettd tietyn joukon sdvelluokkien vililtid 16ytyvit intervallit 1, 2,
3, 4 ja 5. Kunkin 16ydoksen seurauksena autokorrelaatiovektorin kaksi
komponenttia kasvaa yhdelld yksikolld, silld intervallin 1 16ytyminen tietda
automaattisesti myos sen komplementti-intervallin 11 16ytymistd, interval-
lin 2 16ytyminen sen komplementti-intervallin 10 16ytymistd jne. Toisinsa-
noen yhden intervalliluokan komplementtiset jdsenintervallit jakautuvat
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vektorissa kahtaalle. Kukin indeksien 1-5 ja 7-11 komponenteista osoittaa
tdlldin suoraan indeksinsd numeroarvoa vastaavien intervallien m méa-
ran, intervalliluokkien m/12-m maéiirdn sekid leikkauksen koon vastinsidve-
liltdén intervallin m etdisyydelld toisistaan sijaitsevien jasenjoukkojen vi-
lilla.

Jos joukon sdvelluokkien vililtd I6ytyy vield intervalli 6, kasvaa sen seu-
rauksena autokorrelaatiovektorin yksi komponentti kahdella yksikolls, silld
tdmankin intervallin 16ytyminen tietdid automaattisesti sen komplementti-
intervallin 18ytymistd, ja 6:n komplementti-intervalli on 6 itse. Muista in-
tervalliluokista poiketen intervalliluokan 6 jasenintervallit kerdytyvit vek-
torissa yhteen komponenttiin. Autokorrelaatiovektorin indeksin 6 kompo-
nentti osoittaa suoraan intervallien 6 lukumaéiran sekd vastinjdseniltddn in-
tervallin 6 etdisyydelld toisistaan sijaitsevien jidsenjoukkojen yhteisten ji-
senten mddrdn, mutta muista komponenteista poiketen intervalliluokkien
madrdn kaksinkertaisena. .

Kun esimerkkitapauksen autokorrelaatiovektorista muodostetaan inter-
vallivektori, pdddytddn intervalliluokkien 1-5 kannalta tilanteeseen, jossa
toiset jdsenintervalleista - yhdestd viiteen - on otettu mukaan intervalli-
luokkien "edustajiksi" ja loput jisenintervalleista - seitsemistd yhteentoista
- on jitetty pois.

Intervalliluokan 6 tapauksessa tdytyy luonnollisesti toimia aivan samoin,
ottaa intervalliluokan jisenintervalleista toinen edustajaksi. Muista tapauk-
sista poiketen intervalliluokan 6 jdsenintervalleja ei ole jo valmiiksi jaettu
kahden indeksin osalle, joten toimenpide on erikseen suoritettava. Komple-
menttiparien 1/11, 2/10, 3/9, 4/8 ja 5/7 kohdalla edustajan valinta merkitsee
toisen jdsenintervallin poisjittimistd, komplementtiparin 6/6 kohdalla 6.
komponentin jakamista kahdella.

Kun autokorrelaatiovektorin 6. komponentti on jaettu intervallivektorin
muodostamiseksi kahdella, se osoittaa muiden komponenttien tavoin suo-
raan intervalliluokkien lukumairdn, mutta muista komponenteista poike-
ten puolet intervallien madradstd ja puolet vastinjiseniltidn indeksiddn vas--
taavan intervallin etdisyydelld toisistaan sijaitsevien jisenjoukkojen yhteis-
ten jisenten mairdstd. Tamidn vuoksi tarkasteltaessa leikkauksia intervalli-
vektorin avulla tulee 6. komponentin kohdalla toimia toisin pdin kuin au-
tokorrelaatiovektoria typistettdessd eli kertoa 6. komponentti kahdella. Til-
16in leikkauksen koko nikyy oikeana. .

Kuten huomataan, kummassakaan vektorityypissd 6. komponentin infor-
maatio ei ole kaikilta osin eksakti. Autokorrelaatiovektorissa on intervalli-
luokalla 6 "yliedustus" ja intervallivektorissa puolestaan leikkauksen kool-
la ja intervallien méirilld "aliedustus”. Sille ettd joukkoteoreettisissa teks-
teissd hyddynnetddn nimenomaan intervalli- eikd autokorrelaatiovektoreita
- intervalliluokan 6 maiidrid halutaan eksaktisti esiin leikkauksen koon ek-
saktiuden kustannuksella - 16ytyy tietty jirkeenkdypi selitys, jota ksitellddn
kohta lihemmin.15

Samaa asiaa, intervallin 6 erilaista kdyttiytymistd muihin intervalleihin
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verrattuna, voidaan tarkastella my6s hieman toisesta niakdkulmasta 2-jise-
nisten joukkojen avulla. Joukkoluokka 2-6, jonka jisenjoukkojen sivelluo-
kat ovat intervallin 6 etdisyydelld toisistaan, on ainoana kaksijiseniseni
joukkoluokkana (2-akselisesti) kiertosymmetrinen. Joukkoluokat 2-1, 2-2,
2-3, 2-4 ja 2-5 ovat (1-akselisesti) kadnteissymmetrisii.

Joukkoluokan 2-6 kuuden jdsenjoukon vilille ei synny leikkauksia lain-
kaan, mutta transponoiminen intervallilla 6 tuottaa joukon itsensi. Niin-
ollen jos kaksi tietyn n-jasenisen (n > 2) joukon jisentd ovat intervallin 6
pddssd toisistaan, aiheuttavat ne intervallin itseensdkiertyvyyden vuoksi
kaksi yhteistd jisentd joukon ja vastinjiseniltiddn intervallin 6 etdisyydelld
olevan jisenjoukon vilille. Jos joukon 4 jisenti on kaksittain intervallin 6
pddssd toisistaan, on yhteisid jisenid vastinjdseniltd4n intervallin 6 etdisyy-
delld olevan jisenjoukon kanssa 4 kpl. 6 kaksittain intervallin 6 piassi toi-
sistaan olevaa jdsentd tuottaa 6 yhteistd jisentd jne., aina parillisen mairin
yhteisid sdvelluokkia. Timin vuoksi autokorrelaatiovektorin 6. komponen-
tin puolittaminen tuottaa aina kokonaisluvun.

12-jdsenjoukkoisten joukkoluokkien 2-1, 2-2, 2-3, 2-4 ja 2-5 tapauksissa taas
jokaiselle joukolle syntyy yhden sidvelluokan kokoinen leikkaus kahden
muun jdsenjoukon kanssa. Jos kaksi tietyn n-jisenisen joukon jisentd ovat
intervallin m (jokin intervalleista 1, 2, 3, 4 tai 5) piissi toisistaan, aiheutta-
vat ne yhden yhteisen jisenen joukon ja vastinjiseniltiin intervallin m
etdisyydelld olevan jésenjoukon vilille, mutta toisaalta automaattisesti yh-
den yhteisen jisenen myss joukon ja vastinjiseniltiin intervallin 12-m
etdisyydelld olevan jdsenjoukon vilille.

Intervallien 6 tapauksessa m ja 12-m ovat sama intervalli, joten asetelma
"joukko J ja vastinjdseniltdin intervallin m etdisyydelld oleva joukko" on
tismiélleen sama kuin asetelma "joukko J ja vastinjiseniltiin intervallin
12-m etdisyydelld oleva joukko". Asetelmia on puolet vihemmin kuin
muiden intervallien kohdalla, mutta kukin intervalli 6 tuottaa kaksi kertaa
suuremman leikkauksen.

4.4.3.2. intervallivektorin ominaisuuksista

Vaikka tdhdn mennessd on kdynyt ilmi, miksi autokorrelaatiovektorista
intervallivektoria muodostettaessa tulee 6. komponentti jakaa kahdella ja
vastaavasti leikkauksia intervallivektorista tutkittaessa kertoa se kahdella,
ei sensijaan ole vield selvinnyt, miksi autokorrelaatiovektorista ylimalkaan
pitdisi muodostaa intervallivektori. Edellihin jo todettiin, ettd autokorre-
laatiovektorin tavoin intervallivektorikin tarjoaa 6. komponentin osalta
erdistd seikoista "puolivalmista” tietoa, ja lisdksi 6-indeksiseen vektoriin
siirryttdessd menetetddn kaikkien muiden leikkausvektorien noudattama
yhtendinen esitystapa.

Syynd on se, ettd kuvaamalla joukon intervallirakennetta intervallivekto-
rin tarjoamassa muodossa, saadaan I-avaruudellisen kokonaisintervallisi-
sdllon késite ldhemmaiksi R-avaruudellisen kokonaisintervallisisallon kisi-
tettd, siis ldhemmaiksi todellista musiikillista tilannetta.
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Esimerkki 33: joukko {0,1} kuuluu joukkoluokkaan 2-1. (Joukko on sijoi-
tettuna sivelluokkaympyrille esimerkissd 29 a). Sen intervallikko on -1,11-.
Joukon autokorrelaatiovektori on esimerkissd 33 a ja intervallivektori esi-
merkissd 33 b.

Esim. 33 a 33b
2100000000 0 1 [100000])
012345678910 11

Sidvelluokkien vilinen intervalli on myotdpdivddn nollasta yhteen kuljet-
taessa 1 ja myotapdivaian ykkosestd nollaan kuljettaessa 11. Oletetaan timén
jilkeen joukko siveltasokombinaatioita, joista kaikista muodostuu joukko
{0,1). Ne ovat siis joukon {0,1} rekisteriavaruudellisia ilmentymid, kahden
sivelen kombinaatioita joista kunkin muodostaa jokin sdvel c ja jokin sidvel
des.16 (Esim. 33 c-j).

Esim. 33 ¢ d e f g h i j
N b-!-_ -
£ = =
' be -
:‘G}: -:Ei — - . -
b= b= b™ b=

Sivelluokat tulkitaan rekistereiltiin maiirittelemittdmiksi, joten I-ava-
ruudessa ei voida R-avaruudellisessa mielessd puhua suunnasta "yléspdin”
tai "alaspdin”. Ympyrille sijoitetun sdvelluokkaparin viliset kaksi interval-
lia tarjoavat kuitenkin kiyttokelpoista tietoa myds tuon sdvelluokkaparin
R-avaruudellisista ilmentymistd, osoittaessaan sidveltasokombinaatioiden
jasentenvilisten etdisyyksien kaksi mahdollista perusasetelmaa. _

Myétiapdivaan nollasta yhteen kuljettaessa muodostuva intervalli 1 viittaa
siihen, ettd R-avaruudessa c:n ja des:n vilinen intervalli on pieni sekunti
tai jokin sen oktaavikerrannaisista - pieni nooni, kaksi oktaavia ja pieni se-
kunti, kolme oktaavia ja pieni sekunti jne. (Esim.33 c-f).

Myétipdivddn ykkosestd nollaan kuljettaessa muodostuva intervalli 11
puolestaan viittaa siihen, ettd R-avaruudessa des:n ja c:n vélinen intervalli
on suuri septimi tai jokin sen oktaavikerrannaisista. (Esim.33 g-j). ,

Vaihtoehtoja on néinollen kaksi, asetelma "c on matalammalla kuin des"
ja asetelma "c on korkeammalla kuin des". Kukin yksittdinen R-avaruudel-
linen joukon {0,1} ilmentyma voi tietenkin kuulua naistd vain toiseen. Au-
tokorrelaatiovektori kirjaa kuitenkin sekd intervallin 1 ettd intervallin 11,
toisinanoen molemmat R-avaruudellisten kombinaatioiden jisentenvilis-
ten etdisyyksien vaihtoehdot. I-avaruuden syklisyydestd johtuen niin jou-
kossa (0,1} kuin muissakin joukoissa on yksinkertaisesti enemmidn interval-
leja kuin niistd johdetuissa R-avaruudellisissa sdveltasokombinaatioissa.
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Autokorrelaatiovektori nayttdd kaikki joukon intervallit, joten sdveltaso-
kombinaatioiden intervallimédrien kannalta sen tarjoama informaatio ‘si-
séltdd paillekkiisyytta.

Intervallivektori kuvaa tdssd suhteessa tilannetta tdsmaéllisemmin. Esi-
merkkitapauksen (0,1} intervallivektori kertoo kaikista joukon R-avaruu-
dellisista ilmentymistd, ettd intervalleja on aina vain yksi kappale, ja ettd
tuo intervalli on kaikissa olosuhteissa terdvi dissonanssi, joko pieni sekunti
(tai jokin sen oktaavikerrannaisista) tai vaihtoehtoisesti suuri septimi (tai
jokin sen oktaavikerrannaisista). Kussakin tapauksessa sdveltasojen viliset
etdisyydet, rekistereiden aiheuttamat soinnilliset tekijit yms. seikat vaihtele-
vat, mutta intervallin harmoninen karaktddri siilyy.

Intervallivektori kertoo ndinollen paitsi joukon intervalliluokkasiséllon,
my®ds kaikille joukosta johdettaville siveltasokombinaatioille yhteisen in-
tervallien miirin sekd nididen intervallien harmoniset karaktiarit. Joukois-
ta johdettavilla R-avaruudellisilla sdveltasokombinaatioilla voi olla kuinka
monta erilaista jisentenvilistd jarjestystd tai etdisyyttd hyvidnsd - suurilla
joukoilla esimerkiksi pianon koskettimiston maarittdmissd rajoissa miljoo-
nia - mutta intervallien karaktdirivalikoimia tai ehkdpd pikemminmin ko-
konaisintervallikaraktddrisisiltdjd kaikissa olosuhteissa vain yksi, jonka in-
tervallivektori suoraan osoittaa. Sen kuusi indeksid ilmoittavat vasemmal-
ta lukien terdvien dissonanssien, mietojen dissonanssien, pieni terssi/suuri
seksti-tyyppisten sointusdvyisten konsonanssien, suuri terssi/pieni seksti-
tyyppisten sointusidvyisten konsonanssien, avosdvyisten konsonanssien ja
tritonusten madrit joukosta johdettavissa R-avaruudellisissa sdveltasokom-
binaatioissa. Intervallivektori on siten ndkoékulma kunkin sidveltasokombi-
naation varsinaiseen kokonaisintervallisisdlt6on. Se saattaa vaikkapa osoit-
taa, ettd tietyn sdveltasokombinaation jisenten vilille syntyy kuusi terdvaa
dissonanssia, mutta se ei kerro, miten nuo kuusi intervallia ovat ryhmitty-
neet pieniksi sekunneiksi, suuriksi septimeiksi, pieniksi nooneiksi jne.

Jokainen tasavireinen sdveltasokombinaatio on jokin 4096:sta joukosta,
joista jokainen kuuluu johonkin 352:sta joukkoluokasta. Yhdistamalla
identtisen intervallivektorin omaavat kaanteisjoukkoluokat saadaan A/B-
tyyppisten ja inversiosymmetristen joukkoluokkien kokonaisméaardksi 224.
Edelleen voidaan yhdistdd Z-suhteiset joukkoluokat, niinikddn identtisten
intervallivektorien perusteella. Lisdksi joukkoluokilla 0-1 ja 1-1 on yhteise-
nid vektorinaan [000000]. Taten erilaisten intervallivektoreiden (ja R-ava-
ruudellisten kokonaisintervallikarakteerisisdltéjen) maidrd on ainoastaan
200. (Jos 0-1:n ja 1-1:n vektori tulkitaan triviaalitapaukseksi jota ei lasketa
mukaan, on erilaisia intervallivektoreita 199). Pianon koskettimistolta
muodostettavista 288:sta siveltasokombinaatiosta jokainen edustaa jotakin
niistd 200:std kokonaisintervallikarakteerisisallostd.17

Kaijkissa samankokoisista joukoista muodostetuissa intervallivektoreissa
komponenttien summa on yhti suuri.18 n-jisenisen joukon intervallivek-
torin komponenttien summa saadaan esimerkiksi seuraavanlaisista kaa-
voista (seur. sivu):
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4.4.4. TICS-VEKTORI

Saman X:n ja Y:n kddnteisvektorilla eli TICS-vektorilla ei ole yhtd moni-
puolisia ominaisuuksia kuin autokorrelaatiovektorilla ja tai siitd johdetta-
valla intervallivektorilla. TICS-vektori osoittaa X/Y-joukon ja kédanteis-
X/Y:n kaikkien transpositioiden leikkausten koot (X/Y:n ja vuoroin kaik-
kien kahdentoista akselin suhteen kddnnetyn X/Y:n leikkausten koot). Ji-
senjoukkokierron aloitusjoukko on akselin 0-6 suhteen kididnnetty X/Y-
joukko. :

Kohdassa 2.1.3. todettiin, ettd joukkoluokan eri jisenjoukoista vuoroin
johdetut autokorrelaatiovektorit ovat keskenddn identtisid, mutta ettd TICS-
vektoreita syntyy samasta asetelmasta useimmiten kuusi. Vektorit ovat tois-
tensa rotaatioita. Autokorrelaatiovektorien tapauksissa identtisyyden todet-
tiin johtuvan siitd, ettd X:n ja Y:n samuus sanelee normaalijisenten nume-
roarvojen erotukseksi aina nollan. Matriisin muodostaminen aloitetaan ai-
na samasta indeksistd kasin.

Kéanteisvektoreita selvitettdessd matriisin muodostaminen aloitettiin las-
kemalla normaalijisenten numeroarvot yhteen, ensimmadisen e-merkin
saavan indeksin l6ytimiseksi. Saman X:n ja Y:n tapauksissa timid merkitsee
sitd, ettd joukkoluokan kunkin jisenjoukon voidessa toimia vuorollaan
X/Y-joukkona muodostuu mahdollisia yhteenlaskutilanteita useimpien
joukkoluokkien kohdalla kaksitoista: 0+0=0, 1+1=2, 242=4, 3+3=6, 4+4=8,
5+5=10, 6+6=0, 7+7=2, 8+8=4, 9+9=6, 10+10=8, 11+11=10.

* Erilaisia summia on yhteensd kuusi. Taten indeksejd, joihin ensimmaii-
nen e-merkki voi sijoittua, on myoskin kuusi. Kaikki vaihtoehdot sijoittu-
vat numeroarvoiltaan parillisiin indekseihin. (Esim.34 a-f).

Sama normaalijisenten summa muodostuu sdvelluokista, joiden vililld
on intervalli kuusi: 0+0=0/6+6=0, 1+1=2/7+7=2, 2+2=4/8+8=4, 3+3=6/9+9=6,
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4+4=8/10+10=8 ja 5+5=10/11+11=10. Téstd seuraa, ettd intervallin 6 etdisyy-
delld toisistaan olevien jisenjoukkojen TICS-vektori on identtinen.19

Esim.34 a 34b

012345678910 11 0123456782910 1?

34c 34d

012345678910 11 0123456789 1011

34e 34f

0123456789 1011 01234567829 1011

Useimpien joukkoluokkien tapauksissa jokainen kuudesta vaihtoehdosta
tuottaa siis erilaisen matriisin ja edelleen erilaisen vektorin. Poikkeuksen
muodostavat jaksollisia TICS-vektoreita tuottavat joukkoluokat.

Esimerkki 35: kolmiakselisesti kiertosymmetrisen joukkoluokan 3-12
TICS-vektoreista on erilaisia vain kaksi. (Esim 35 a ja b).

Esim.35 a 35b
3000300030 Q0 0 00 3
0123454678910 11 012

00030600 3 0
345

6 789 10 11

Kiertosymmetristen joukkoluokkien leikkausvektoreihin palataan tuon-
nempana tarkemmin.

MUITA TAPOJA LEIKKAUSVEKTORIEN MUODOQOSTAMISEKSI
4.5. X:N JA Y:N JASENTEN YHTEEN- JA VAHENNYSLASKU

Transpositiovektorien muodostaminen voidaan aina esittdda X- ja Y-jouk-
kojen jdsenten vdhennyslaskun avulla. Kaddnteisvektorien muodostaminen
voidaan puolestaan aina esittdd X- ja Y-joukkojen jisenten yhteenlaskun
avulla. Namd tavat ovat joukkoteoreettisissa teksteissd selvisti yleisimmin
kdytetyt, olipa kyse sitten intervallisisdltdjen tai leikkausten lainalaisuuk-
sien teoreettisesta pohdiskelusta20 tai intervalli- ja TICS-vektorien seki va-
kiomatriisien muodostamistoimenpiteistd. (Ndiden operaatioiden mairitte-
lemisen yhteydessd ei luonnollisestikaan puhuta X- ja Y-joukoista, jotka
ovat tdmin esityksen termeji. Lahtasetelmat saattavat poiketa toisistaan,
mutta eri tapaukset ovat yhtidkaikki selvitettdvissd ja lihestyttdvissa X- ja Y-
joukkojen késitteiden avulla).

Seuraavassa on tarkoitus paitsi luoda yleissilmidys yhteen- ja vdhennyslas-
kun avulla tapahtuviin vektorinmuodostustapoihin, myds tutkia muuta-
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maa oikotietd operaatioiden nopeuttamiseksi.
4.5.1. TRANSPOSITIOVEKTORIT
4.5.1.1. eri X:n ja Y:n transpositiovektorit

Esimerkki 36: tehtivdnid on muodostaa transpositiovektorit joukkojen
-129-/4 eli {4,5,7} ja -237-/4 eli {4,6,9} vilille. Vaihtoehtoja on kaksi, kumpi-
kin joukko X:nd ja kumpikin Y:nd. (Joukot ovat sijoitettuina sidvelluokka-
ympyrdille esimerkin 8 a- ja b-kohdissa).

Toimenpide tapahtuu vidhentimailld jokaisesta X-joukon jdsenestd jokai-
nen Y-joukon jdsen. Tilanteet voidaan merkitd vaikkapa seuraavasti:

Esim.36 a ' Esim.36 b

4-4=0 5-4=1 7-4=3 4-4=0 6-4=2 9-4=5
4-6=10 5-6=11 7-6=1 4-5=11 6-5=1 9-5=4
4-9=7 5-9=8 7-9=10 4-7=9 6-7=11 9-7=2
1 2031000110 2 1 1120110001 0 2
012345¢6 789 10 11 012345678910 11

Pystysuorissa sarakkeissa miinusmerkkien vasemmalla puolella olevista,
kussakin sarakkeessa samana pysyvistd numeroista muodostuu yhdessd X-
joukko. Esimerkin 36 a)-kohdassa X={4,5,7} ja 36 b)-kohdassa X={4,6,9}. Y-
joukko sijoitetaan kokonaisuudessaan miinusmerkkien oikealle puolelle
ylhailti alas.

Erotus n viittaa vektorin numeroarvon n omaavaan indeksiin. Numero-
arvon n omaavien erotusten mddrd sijoitetaan komponentiksi indeksiin n.
Esimerkiksi a)-kohdassa on numeroarvoltaan 0 olevia erotuksia 1 kpl. In-
deksiin 0 sijoitetaan siis komponentiksi ykkoénen. Numeroarvoltaan 1 ole-
via erotuksia on 2 kpl. Indeksiin 1 sijoitetaan komponentiksi 2. Numeroar- -
voltaan 2 olevia erotuksia ei ole, joten indeksiin 2 tulee komponentiksi 0
jne.

Kunkin leikkauksen sidvelluokkasisiltd saadaan selville katsomalla, missa
X-joukon jisenten mairittdmissd sarakkeissa erotukset sijaitsevat. a)-koh-
dan ainoa erotus O sijaitsee 4-sarakkeessa, eli sarakkeessa jossa X-joukon ja-
senestd 4 vidhennetddn kaikki Y-joukon jisenet. Nollan esiintyminen 4-sa-
rakkeessa merkitsee, ettd joukkojen X ja Y siséltdleikkaus muodostuu sédvel-
luokasta 4. Nolla viittaa Y:n nollatranspositioon.

Numeroarvon 1 omaavat erotukset sijaitsevat 5- ja 7-sarakkeissa. Taten X-
joukon ja vastinjdseniltidn Y-joukosta (myotipdivddn mentdessd) interval-
lin 1 etdisyydelld sijaitsevan jiasenjoukon -237-/5 eli {5,7,10} leikkaus koos-
tuu sdvelluokista 5 ja 7. Jos {4,6,9) = ToY, niirn {5,7,10} = T1Y.

Numeroarvon 10 omaavat erotukset ovat 4- ja 7-sarakkeissa. Taten X-jou-
kon ja vastinjdseniltddn Y-joukosta (myotdpdivddn mentdessd) intervallin
10 etdisyydelld sijaitsevan jasenjoukon -237-/2 eli {2,4,7} sisdltoleikkaus
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koostuu sivelluokista 4 ja 7. Jos {4,6,9) = TgY, niin {2,4,7) = T1gY. Jne.

36 a- ja 36 b-kohtia vertaamalla nikyy havainnollisesti, miksi eri X:n ja Y:n
transpositiovektoreiden vaihtoehtoisissa X- ja Y-asetelmissa indeksien 1-11
komponentit muodostavat painvastaiset numerojonot. Kun esim. X:n jiasen
viidesta vdhennetddn Y:n jisen 9, saadaan 5-9=-4=8. Kun X ja Y vaihtavat
paikkaa, tulee suoritettavaksi laskutoimitus, jossa dskeiset luvut ovat toisin
pdin, 9-5=4. Neljd on edellisestd laskutoimituksesta saadun erotuksen 8
komplementti. Yleensd kahden sivelluokan vdhentiminen toisistaan mo-
lemmissa mahdollisissa jarjestyksissd tuottaa kaksi erotusta, jotka ovat aina
toistensa komplementteja.

Jos tietyssi tilanteessa syntyy vaikkapa kaksi kappaletta erotuksia 1, syntyy
X ja Y vaihtamalla kaksi kappaletta erotuksia 11. Jos erotuksia 2 ei synny
lainkaan, ei X:n ja Y:n vaihtamisen jilkeen my6skadn synny yhtddn erotusta
10. Jos kolmosen kokoisia erotuksia syntyy 1 kpl, syntyy vastaavasti X:n ja
Y:n vaihduttua 1 kpl erotuksia 9 jne.

X:n ja Y:n jisenten vidhentdminen toisistaan esimerkin 36 osoittamalla ta-
valla on yksinkertainen mutta usein toistettavaksi liian tyolds toimenpide.
Koko sarakevaiheen voi kuitenkin jattdd pois ja merkitd kunkin erotuksen
lukuméédrd suoraan vektoriin. Toimenpidettd varten on kidytinnollistd mer-
kitd joukot allekkain, vaikkapa X:n ollessa péillimmaiisend. Tdman jdlkeen
ryhdytddn vertailemaan X:n jisenid Y:n jdseniin.

Esimerkki 37:
{457) =X
{4691 =Y

X:n jisen 4 on yhti suuri kuin Y:n jasen 4. Niiden erotus on ainoa nollan
tuottava erotus. Indeksiin 0 tulee komponentiksi 1.

X:n jasenet 5 ja 7 ovat tahoillaan ykkdsen verran suurempia kuin Y:n jise-
net 4 ja 6. Erotusten méaird tuottaa indeksiin 1 komponentiksi kakkosen.

Yksikddn X:n jdsen ei ole kahta suurempi kuin Y:n jisen. Kakkosen tuotta- -
via erotuksia ei ole, joten indeksiin 2 tulee komponentiksi 0.

X:n jisen 7 on kolmea suurempi kuin Y:n jisen 4. Muita kolmosen tuotta-
via erotuksia ei ole, joten indeksiin 3 komponentiksi 1.

Yksikddn X:n jisen ei ole neljad suurempi kuin Y:n jisen. Indeksiin 4
komponentiksi 0.

Yksikddn X:n jdsen ei ole viittd suurempi kuin Y:n jasen. Indeksiin 5 kom-
ponentiksi 0.

Yksikddn X:n jdsen ei ole kuutta suurempi kuin Y:n jisen. Indeksiin 6
komponentiksi 0.

Yli 6:n menevit erotukset on helpompi havaita erotusten numeroarvojen
komplementteja vastaavien erotusten avulla. Y:n 9 vdhennettynd X:n 4:std
on 7. Télldin automaattisesti X:n 4 vihennettynd Y:n 9:std on 5.

Toisinsanoen erotuksia 0-6 etsittdessd tutkitaan, kuinka monet X:n jdsenis-
td ovat halutun erotuksen verran suurempia kuin Y:n jiasenet. Erotuksia 7-
11 etsittdessd sensijaan tutkitaan, kuinka monet Y:n jisenistd ovat halutun
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erotuksen komplementin verran suurempia kuin X:n jisenet.

Y:n jisen 9 on viittd suurempi kuin X:n jisen 4. Erotusten 5 lukumdédri 1
tuottaa seitsemdnteen indeksiin komponentiksi ykkodsen.

Y:n jisen 9 on neljad suurempi kuin X:n jisen 5. Erotusten 4 lukumdari 1
tuottaa kahdeksanteen indeksiin komponentiksi ykkosen.

Yksikddn Y:n jisen ei ole kolmea suurempi kuin X:n jisen. Yhdeksinteen
indeksiin komponentiksi 0.

Y:n jisenet 9 ja 6 ovat tahoillaan kahta suurempia kuin X:n jisenet 7 ja 4.
Erotusten 2 lukumiidrd 2 tuottaa kymmenenteen indeksiin komponentiksi
kakkosen.

Y:n jisen 6 on yhtd suurempi kuin X:n jisen 5. Erotusten 1 lukumaddri 1
tuottaa yhdenteentoista indeksiin komponentiksi ykkosen.

Esimerkki 38: esimerkin 12 joukoista muodostetaan vektori vastaavalla ta-
valla.

Esim. 38 a
(2346} =X
{710,2) =Y

X:n jdsen 2 on yhtd suuri kuin Y:n jisen 2. Erotusten 0 lukuméaira 1 tuottaa
indeksiin 0 komponentiksi ykkosen.

X:n jisen 3 on ykkdsen verran suurempi kuin Y:n jiasen 2. Erotusten 1 lu-
kumédrd 1 tuottaa indeksiin 1 komponentiksi ykkdsen.

X:n jdsen 4 on kahta suurempi kuin Y:n jisen 2. Erotusten 2 lukumaara 1
tuottaa indeksiin 2 komponentiksi ykkosen.

Yksikddn X:n jdsen ei ole kolmea suurempi kuin Y:n jisen. Erotusten 3 lu-
kumadird 0 tuottaa indeksiin 3 komponentiksi nollan.

X:n jisenet 2 ja 6 ovat tahoillaan neljdd suurempia kuin Y:n jisenet 10 ja 2.
Erotusten 4 lukumdird 2 tuottaa indeksiin 4 komponentiksi kakkosen.

X:n jdsen 3 on viitosen verran suurempi kuin Y:n jidsen 10. Erotusten 5 lu- -
kuméara 1 tuottaa indeksiin 5 komponentiksi ykkosen.

X:n jisen 4 on kuutosen verran suurempi kuin Y:n jisen 10. Erotusten 6
lukumddira 1 tuottaa indeksiin 6 komponentiksi ykkosen.

Y:n jisen 7 on viittd suurempi kuin X:n jisen 2. Erotusten 5 lukumiiri 1
tuottaa seitseminteen indeksiin komponentiksi ykkosen.

Y:n jisenet 7 ja 10 ovat tahoillaan neljidd suurempia kuin X:n jasenet 3 ja 6.
Erotusten 4 lukumdird 2 tuottaa kahdeksanteen indeksiin komponentiksi
kakkosen.

Y:n jisen 7 on kolmea suurempi kuin X:n jisen 4. Erotusten 3 lukumiiri
1 tuottaa yhdeksdnteen indeksiin komponentiksi ykkésen.

Yksikddn Y:n jisen ei ole kahta suurempi kuin X:n jisen. Erotusten 2 lu-
kumaird 0 tuottaa kymmenenteen indeksiin komponentiksi nollan.

Y:n jisen 7 on ykkdsen verran suurempi kuin X:n jisen 6. Erotusten 1 lu-
kumdiri 1 tuottaa yhdenteentoista indeksiin komponenetiksi ykkosen.

Vektori koottuna:
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Esim.38 b

1110231113121 0 1
01234567829 1011

X-joukon ja Y:n n:nen transposition leikkauksen sdvelluokkasisilts sel-
vida jilleen katsomalla, mitkd X-joukon jdsenet osallistuvat n:n tuottaviin
erotuksiin. Taten jos X-joukon jisenistd a,b ja ¢ vihennetdin tietyt Y-joukon
jdsenet siten ettd erotus on aina n, merkitsee tima sitd, ettd X:1l4 ja Y-joukon
n:nelld transpositiolla on kolmen sidvelluokan kokoinen leikkaus ja ettd tuo
leikkaus koostuu sédvelluokista a,b ja c.

Tdmi vektorinmuodostamismetodi on jossain miirin virhealtis, mutta
otin sen mukaan koska silld on muuan mainio etu: siitd nikee suoraan tie-
tyn yksittdisen leikkauksen koon ja sisdllon. TAimédn vuoksi sitd kannattaa-
kin kadyttdd tilanteissa, joissa tehtdvdnasettelu edellyttdd vain yhden tai ken-
ties muutaman leikkauksen tutkimista. Toisiin ei tdlldin tarvitse kajota
lainkaan. Erdissd muissa tavoissahan on aina ensin muodostettava koko
vektori, vaikkei kaikkia sen tarjoamista tiedoista tarvittaisikaan.

4.5.1.2. autokorrelaatiovektori ja intervallivektori

Autokorrelaatiovektorin kohdalla tilanne on muuten sama kuin edell3,
mutta X:n ja Y:n ollessa sama joukko voi toimenpiteen méiritelld X/Y-jou-
kon jokaisen jisenen vidhentimisend itsestddn ja joukon muista jasenista.

Talloin kdy ilmeiseksi, miksi autokorrelaatiovektoreissa numeroarvoil-
taan komplementtisiin indekseihin tulee aina samankokoiset komponentit.
Kun jokainen jisen vdhennetddn jokaisesta jisenestd, on mitd tahansa mie-
livaltaista vihennettivin ja vidhentdjin asetelmaa a-b kohti aina olemassa
asetelma b-a, jossa vidhennettiva ja vdhentdji ovat vaihtaneet paikkaa. Ndi-
den kédnteisten tapausten erotukset ovat numeroarvoiltaan aina toistensa
komplementteja. Jos siten tietyn numeroarvon omaavaa erotusta m syntyy
n kappaletta, on sen numeroarvoltaan komplementtista erotusta 12-m auto- -
maattisesti mydskin n kappaletta.

Komplementtisten indeksien samankokoisten komponenttien vuoksi
voidaan intervallivektoria ratkaistaessa tehdi se aikaa siddstivd huomio, etti
X/Y-joukon sdvelluokkaparin ab vilisestd kahdesta mahdollisesta vihen-
nyslaskutoimituksesta, a-b ja b-a, tarvitsee suorittaa vain toinen, silla toisen
vaikutus lopputulokseen on jo etukiteen tiedossa. My6skddn itsestadn ei ja-
senid tarvitse vihentda.

Varsinaisia intervallivektorin muodostamistoimenpiteitd jdsentenvélisen
vihennyslaskun avulla on tidssd yhteydessd tarpeetonta lihemmin kisitelld,
useiden joukkoteoreettisesta kirjallisuudesta 16ytyvien kuvausten vuoksi.21
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4.5.2. KAANTEISVEKTORIT
4.5.2.1. eri X:n ja Y:n kiddnteisvektorit

Kianteisvektoria muodostettaessa jokainen X:n jisen lasketaan yhteen jo-
kaisen Y:n jisenen kanssa.

Esimerkki 39: tehtivini on muodostaa joukkojen -129-/4 eli {4,5,7} ja -237-
/4 eli {4,6,9) kéinteisvektorit. (Joukot ovat jilleen samat kuin esimerkissa 8).
Kuten transpositiovektoreita selvitettdessd, myods nyt X-joukko muodostuu
sarakkeiden vasemmanpuoleisista, kussakin sarakkeessa samana pysyvista
numeroista. Kohdassa a) X-joukko on (4, 5,7). Kohdassa b) X-joukko on
{4,6,9}.

Esim.39 a Esim.39b ‘
4+4=8 5+4=9 T+4=11 4+4=8 6+4=10 9+4=1
4+6=10 5+46=11 7+6=1 4+5=9 6+5=11 9+5=2
4+49=1 5+9=2 7+9=4 4+7=11 6+7=1 9+7=4
0210100011 1 2 0210100011 1 2
0123456789 1011 012345678910 11

Vektorit ovat tietenkin samanlaiset, silla yhteenlaskettavien keskindiselld
jirjestykselld ei ole merkitystd: m+n=n+m. X-joukon ja kddnteis-Y:n n:nen
transposition vilisen leikkauksen sidvelluokkasisdltd selvidd katsomalla,
mitkd X-joukon jisenet ovat osallisina n:n tuottavissa summissa. Esim.39
a)-kohdassa muodostuu summia 11 kaksi kappaletta, ja ne sijaitsevat X-jou-
kon jisenten 5 ja 7 mdadrittdmissd sarakkeissa. Tdten X-joukon {4,5,7} ja
kddnteis-Y:n 11. transposition - ts. Y-joukosta akselin 5 1/2 - 11 1/2 suhteen
kdantimailla muodostetun joukon - {2,5,7} vilinen leikkaus koostuu sivel-
luokista 5 ja 7.

39 b)-kohdassa muodostuu summia 11 niinikddn 2 kappaletta, mutta ne si-
jaitsevat X-joukon jdsenten 4 ja 6 midrittimissd sarakkeissa. X-joukon {4,6,9}
ja kddnteis-Y:n 11. transposition (Y-joukosta akselin 5 1/2 - 11 1/2 suhteen
kdantdmalld muodostetun joukon) {4,6,7} vilinen leikkaus koostuu sédvel-
luokista 4 ja 6.

Toimenpidettd voi nopeuttaa samoin kuin transpositionaalivektorien
muodostamista. Nyt ainostaan selvitetddn, kuinka monta kutakin indeksid
vastaavaa summaa X:n ja Y:n jisenistd on muodostettavissa.

Esimerkki 40: joukko -1128-/2 eli {2,3,4,6} on X ja joukko -345-/7 eli {7,10,2)
on Y.

Esim. 40 a
2,3,4,6) =X
{7102} =Y
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X:n jisenen 2 ja Y:n jisenen 10 summa on 0. Summien lukumairad 1 tuot-
taa 0. indeksiin komponentiksi ykkosen.

X:n jisenen 3 ja Y:n jisenen 10 sekd X:n jisenen 6 ja Y:n jisenen 7 nume-
roarvojen summa on 1. Summien lukumddrd 2 tuottaa 1. indeksiin kompo-
nentiksi kakkosen.

X:n jisenen 4 ja Y:n jidsenen 10 numeroarvojen summa on 2. Summien
lukumé@ira 1 tuottaa 2. indeksiin komponentiksi ykkdsen.

X:n ja Y:n jdsenistd ei ole muodostettavissa summia 3. Summien luku-
madrd 0 tuottaa 3. indeksiin komponentiksi nollan.

X:n jisenen 6 ja Y:n jisenen 10 sekd X:n jisenen 2 ja Y:n jisenen 2 nume-
roarvojen summa on 4. Summien lukuméiréd 2 tuottaa 4. indeksiin kompo-
nentiksi kakkosen. '

X:n jdsenen 3 ja Y:n jdsenen 2 numeroarvojen summa on 5. Summien lu-
kumdira 1 tuottaa 5. indeksiin komponentiksi ykkdsen.

X:n jésenen 4 ja Y:n jisenen 2 summa on 6. Summien lukuméairé 1 tuottaa
6. indeksiin komponentiksi ykkdsen.

X:n ja Y:n jdsenistd ei ole muodostettavissa summia 7. Summien luku-
madrd 0 tuottaa 7. indeksiin komponentiksi nollan.

X:n jisenen 6 ja Y:n jisenen 2 summa on 8. Summien lukumadiri 1 tuottaa
8. indeksiin komponentiksi ykkdsen.

X:n jisenen 2 ja Y:n jisenen 7 summa on 9. Summien lukumdiri 1 tuottaa
9. indeksiin komponentiksi ykkosen.

X:n jisenen 3 ja Y:n jisenen 7 summa on 10. Summien lukumairi 1 tuot-
taa 10. indeksiin komponentiksi ykkosen.

X:n jisenen 4 ja Y:n jisenen 7 summa on 11. Summien lukumaéira 1 tuot-
taa 11. indeksiin komponentiksi ykkosen.

Esim. 40 b. vektori koottuna

1210231101131 1 1
0123456789 1011

Leikkausten sdvelluokat selvidvat taaskin katsomalla, mitkd X-joukon ja-
senistd kunkin summan muotoutumiseen osallistuvat. Télld vektoriope-
raatiolla on samat haitat ja edut kuin kohdan 5.1.1 transpositiovektoriope-
raatiolla. Sitd on mielekkdintd kayttda tietyn yksittdisen leikkauksen koon ja
sisdllon selvittidmiseen.

4.5.2.2. TICS-vektorit

Koska TICS-vektoreita muodostettaessa X ja Y ovat sama joukko, voidaan
vektorin muodostamiseksi suoritettava toimenpide ilmaista myds muodos-
sa "X/Y-joukon jokainen jisen lasketaan yhteen itsensi ja kaikkien muiden
jdsenten kanssa".

Esimerkki 41: tehtdvdnd on muodostaa TICS-vektori X/Y-joukolle -1128-/2
eli {2,3,4,6).
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Esim. 41 a

2+42=4 3+2=5 4+2=6 6+2=8
2+3=5 3+3=6 4+3=7 6+3=9
2+4=6 3+4=7 4+4=8 6+4=10
2+6=8 3+6=9 4+6=10 6+6=0

Esim. 41 b. vektori koottuna:
1000123232 2 0
0123456789 1011

TICS-vektoreiden muodostaminen suoraan ilman laskutoimitusten kir-
joittamista sarakkeisiin on selvisti vaivattomampaa kuin transpositiovek-
toreiden tai eri X:n ja Y:n kddnteisvektoreiden, silld tilldin toimitaan yhden
joukon sisalla.

Kun kaikki jisenet lasketaan yhteen itsensd ja muiden kanssa, muodostuu
kahden eri jisenen n ja m vilille aina kaksi mahdollista yhteenlaskutoimi-
tusta, n+m ja m+n. Sensijaan itsensd kanssa kukin jisen tulee summatuksi
vain kerran, joten summia n+n, m+m jne. voi muodostua vain yksi kuta-
kin. Niistd seikoista voidaan TICS-vektorin muodostamista varten johtaa
kaksi kdytinndllistd muistisddntdd: jos jokin summa muodostuu joukon
kahden eri jisenen yhteenlaskusta, se kasvattaa summaa vastaavan indek-
sin komponenttia kahdella yksikolld. Jos taas jokin summa muodostuu jou-
kon jdsenestd laskettuna yhteen itsensd kanssa, se kasvattaa summaa vastaa-
van indeksin komponenttia yhdelld yksikolla.

Esimerkki 42: muodostetaan TICS-vektori X/Y-joukosta (2,3,4,6).

Nollan tuottavia summia on 1, 6+6=0. Koska kuutonen lasketaan yhteen
itsenséd kanssa, kasvattaa se indeksin 0 komponenttia yhdelld yksikdlla. In-
deksin 0 komponentiksi siis ykkonen.

Ykkdsen tuottavia summia ei ole lainkaan.Indeksin 1 komponentti on 0.
Kakkosen tuottavia summia ei ole lainkaan. Indeksin 2 komponentti on 0.
Kolmosen tuottavia summia ei ole lainkaan. Indeksin 3 komponentti on 0.

Nelosen tuottavia summia on yksi, 24+2. Kakkonen lasketaan yhteen itsen-
sd kanssa, joten se kasvattaa komponenttia yhdelld yksiko6lld. Indeksin 4
komponentti on siten 1.

Viitosen tuottavia summia on yksi, 2+3. Koska summa muodostuu kah-
desta eri yhteenlaskettavasta, kasvattaa se komponenttiaan kahdella yksikol-
ld. Indeksin 5 komponentti on 2.

Kuutosen tuottavia summia on kaksi, 3+3 ja 2+4. Edellinen summa muo-
dostuu jdsenen laskemisesta yhteen itsensd kanssa, joten se kasvattaa kom-
ponenttia yhdelld yksikolld. Jalkimméisen summan tuottaa kaksi jisentd,
joten komponentti kasvaa kahden yksikén verran. Yhteensid 1+2=3. Indek-
sin 6 komponentti on 3.

Summa seitsemidn muodostuu yhdestd laskutoimituksesta, 3+4. Sen tuot-
taa kaksi eri sdvelluokkaa, joten kyseinen komponentti kasvaa kahdella yk-
sik6lla. Indeksin 7 komponentti on 2. '
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Summa kahdeksan muodostuu kahdesta laskutoimituksesta, 4+4 ja 2+6.
Edellinen summa muodostuu jisenen laskemisesta yhteen itsensd kanssa,
joten se kasvattaa komponenttia yhdelld yksikolld. Jalkimmadisen summan
tuottaa kaksi jisentd, joten komponentti kasvaa kahden yksikén verran. Yh-
teensd 1+2=3. Indeksin 8 komponentti on 3.

Yhdeksikén tuottavia summia on yksi, 3+6. Summa muodostuu kahdesta
eri yhteenlaskettavasta, joten komponentti kasvaa kahdella yksikolla. In-
deksin 9 komponentti on 2.

Summa kymmenen muodostuu yhdestd laskutoimituksesta, 4+6. Sen
tuottaa kaksi eri sdvelluokkaa, joten komponentti kasvaa kahdella yksikél-
l4. Indeksin 10 komponentti on 2.

Yhdentoista tuottavia summia ei ole lainkaan. Indeksin 11 komponentti
on 0.

Vektori koottuna:
1000123232 2 0
0123456789 1011

Esimerkki 43: muodostetaan TICS-vektori X/Y-joukosta 8-12 A/0 eli
-12111123-/0, sévelluokkasisilloltian (0,1,3,4,5,6,7,9).

Nollia muodostuu sidvelluokkien 0+0, 6+6, 3+9 ja 5+7 summista. Kaksi en-
simmadistd paria kasvattavat komponenttia yhdelld yksik6lld kumpikin, 2
jalkimmaistd kahdella yksikolld kumpikin. Yhteensd 1+1+2+2=6. Indeksin 0
komponentti on 6.

Ykk&sid muodostuu sivelluokkien 0+1, 4+9 ja 647 summista. Jokainen pa-
ri kasvattaa komponenttia kahdella yksikolld, eli yhteensd 2+2+2=6. Indek-
sin 1 komponentti on 6.

Kakkosia muodostuu sdvelluokkien 1+1, 7+7 ja 5+9 summista. Kaksi en-
simmaiistd paria kasvattavat komponenttia yhdelld yksikollda kumpikin, vii-
meinen pari kahdella yksikolld. Yhteensa 1+142=4. Indeksin 2 komponentti
on 4.

Kolmosia muodostuu sévelluokkien 043 ja 6+9 summista. Kumpikin pari
kasvattaa komponenttia kahdella yksik6lid, yhteensd 2+2=4. Indeksin 3
komponentti on 4.

Nelosia muodostuu sidvelluokkien 0+4, 1+3 ja 7+9 summista. Kukin pari
kasvattaa komponenttia kahdella yksikolld. Yhteensd 2+2+2=6. Indeksin 4
komponentti on 6.

Viitosia muodostuu sdvelluokkien 0+5 ja 1+4 summista. Kumpikin pari
kasvattaa komponenttia kahdella yksikolla, eli yhteensd 2+2=4. Indeksin 5
komponentti on 4.

Kuutosia muodostuu sdvelluokkien 0+6, 1+5, 3+3 ja 9+9 summista. Kaksi
ensimmdistd paria kasvattavat komponenttia kahdella yksikdlld kumpikin,
kaksi jalkimmadistd yhdelld yksikolld kumpikin. Yhteensd 2+2+1+1=6. In-
deksin 6 komponentti on 6.

Summia 7 muodostuu sivelluokista 0+7, 1+6 ja 3+4. Jokainen pari kasvat-
taa komponenttia kahdella yksik6lld. Yhteensd 2+2+2=6. Indeksin 7 kompo-
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nentti on 6.

Kahdeksikkoja muodostuu sidvelluokkien 1+7, 3+5 ja 4+4 summista. Kaksi
ensimmaiistd paria kasvattavat komponenttia kahdella yksikslld kumpikin,
kolmas pari yhdelld yksikolla. Yhteensd 2+2+1=5. Indeksin 8 komponentti
on 5.

Yhdeksikkojd muodostuu sdvelluokkien 0+9, 346 ja 445 summista. Jokai-
nen pari kasvattaa komponenttia kahdella yksikolld. Yhteensd 2+2+2=6. In-
deksin 9 komponentti on 6.

Kymmenid muodostuu siavelluokkien 149, 347, 4+6 ja 5+5 summista. Kol-
me ensimmadistd paria kasvattavat komponenttia kahdella yksikolld kukin,
neljds pari yhdelld yksikolld. Yhteensd 242+2+1=7. Indeksin 10 komponentti
on?7.

Yhtitoista muodostuu sidvelluokkien 447 ja 5+6 summista. Kumpikin pari
kasvattaa komponenttia kahdella yksikolld. Yhteensd 2+2=4. Indeksin 11
komponentti on 4.

Vektori koottuna:
6 6 4 46 46©656 7 4
0123454678910 11

T4m3 tapa muistuttaa Rahnin22 kiyttimii, mutta on nopeampi edetes-
sddn ilman kirjoitettuja vilivaiheita ja niiden kokoamista lopulliseksi vek-
toriksi. Rahnin mukaan toimittaessa on tietyn yksittdisen leikkauksen koon
selvittimiseksi laskettava kaikki muutkin, timén tavan avulla sensijaan
selvidd yksittdisen leikkauksen koko suoraan.

X-joukon ja kddnteis-Y:n n:nen transposition vilisen leikkauksen sével-
luokkasisdltd ilmenee jdlleen tutkimalla, mitkd jisenet osallistuvat sum-
mien n muotoutumiseen.

Esimerkin 43 vektorissa indeksin 10 numeroarvoa vastaavien summien
muodostumiseen osallistuivat sdvelluokat 1, 3, 4, 5, 6, 7 ja 9. Kaanteis-Y:n 10.
transpositio on joukko {1,3,4,5,6,7,9,10}. (Toisin ilmaistuna tdméi joukko on -
alkuperiisen joukon {0,1,3,4,5,6,7,9} kdannos akselin 5 - 11 suhteen).

Joukon {0,1,3,4,5,6,7,9} ja joukon {1,3,4,5,6,7,9,10} vilinen leikkaus muodos-
tuu sdvelluokista 1,3,4,5,6,7 ja 9.

4.5.2.3. TICS-vektorin osoittamien leikkausten ominaisuuksista

Edelld esitetty vektorinmuodostustapa tekee ymmarrettidviksi erddn ilmi-
On, joka pitee kaikkiin TICS-vektoreihin: parittomien indeksien kompo-
nentit eivit voi koskaan olla parittomia. Parittoman indeksin komponentti
on aina parillinen luku tai nolla.

Yhtdiltd tille ilmidlle on selityksend edelld jo mainittu seikka, ettd sivel-
luokan numeroarvo lisdttynd itseensd kasvattaa summan numeroarvoa
vastaavan indeksin komponenttia yhdelld yksikolld. Toisaalta kaikille sa-
velluokille vililld 0-11 on ominaista, ettid itsensd kanssa yhteenlaskettuina
ne antavat summaksi parillisen luvun tai nollan. Ndma summat voivat siis
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kasvattaa yhdelld yksik6lld vain komponentteja, jotka sijaitsevat parillisen
numeroarvon omaavissa indekseissa tai indeksissd 0. Parittomien indeksien
komponentteja kasvattavat summat voivat muodostua vain kahden eri si-
velluokan yhteenlaskemisesta, joten ne kasvattavat komponenttia auto-
maattisesti aina kahdella yksikdlla.

Toinen kiintoisa havainto on, ettd mielivaltaisen joukon ja sen mielival-
taisen kainnoksen leikkausjoukko on kaikissa olosuhteissa kddnteissym-
metrinen. Mikili tyhjaa leikkausjoukkoa ei haluta laskea mukaan - vaikka
j-avaruudellinen tyhji joukkokin on symmetria - voidaan todeta, ettd kai-
kissa tapauksissa joissa joukon ja sen mielivaltaisen kddnndksen leikkaus-
joukko koostuu sdvelluokista, tuo leikkausjoukko on kddnteissymmetri-
nen. Téten jokaisen TICS-vetorin jokainen (nollaa suurempi) komponentti
viittaa kddnteissymmetriseen leikkausjoukkoon.

Rahn on todennut, ettd kahden kiinteisjoukkoluokkaan kuuluvan jou-
kon unioni on aina kiinteissymmetrinen.23 Yhtilailla timi pitee siis myos
kahden kéadnteisjoukkoluokkaan kuuluvan joukon leikkaukseen. Tdmin
seikan tutkimiseen ovat leikkausmatriisit oivallinen tydviline.

4.5.3. VEKTORIN TARKISTUS

Laskemalla komponentit yhteen voidaan tarvittaessa summittaisesti tar-
kistaa, ettd vektori on tullut oikein muodostetuksi. Esimerkin 43 tapaukses-
sa, ja yleensdkin 8-jasenisten joukkojen TICS-vektorien tapauksissa, tulee
komponenttien summan olla 8*8=64. Esimerkin 43 vektorin komponettien
summa on 6+6+4+4-+6+4+6+6+5+6+7+4=64.

4.6. INTERVALLIVEKTORI INTERVALLIKOSTA

Kisitellessddn joukon ja sen transpositioiden vilisid leikkauksia Chris-
man esittdd piddperiaatteen leikkausten tutkimiseksi intervallikon avulla:

"Given some interval of transposition and the interval-array of a given -
set, the total number of intervals or sums of successive intervals that are
equal to the interval of transposition is the same as the number of pitch
classes that will be held invariant between the set and its transposition".24

Hieman myShemmin hén kasittelee joukon ja sen kaikkien transpositioi-
den tuottamien leikkausten suhdetta joukon kokonaisintervallisisiltoon:

"For all intervals of transposition the respective totals of invariants for
each interval measure the total (unordered) intervallic content of the set -
that is, the number of intervals equal to one semitone, two semitones, three
semitones, etc. between any unordered pair of pitches, rather than successive
pitches".

Tédhin lauseeseen liittyvissd yldviitteessd nro 24 hin toteaa viela:

"Essentially, these totals of unordered intervals form the basis for the in-
terval vectors in Forte's theory of set-complexes, except that the number in
the sixth entry in the interval vectors, giving the total number of intervals
in a set that are equal to the tritone, would be equal to half the number of
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invariants that would occur at a transposition of 6 semitones".

Chrisman késittelee siis joukon kokonaisintervallisisiltéd autokorrelaa-
tiovektorin ndkokulmasta. Intervallivektorin kisitteeseen ja sen muotoa-
miseen autokorrelaatiovektorista hin viittaa hieman epadmaiirdisesti
("...form the basis for interval vectors..."), eikd liicin esiti eksaktia menetel-
mid intervallivektorin johtamiseksi intervallikon avulla, vaikka se hidnen
artikkelinsa materiaalin avulla olisi mahdollista.

Téllainen menetelmé on sen vuoksi syytd esittdd seuraavassa, silld inter-
vallivektorin muodostaminen intervallikosta on helpoin ja nopein ja siten
myos mielekkdin kaikista manuaalisista ratkaisutavoista.

Intervallivektori muodostetaan intervallikosta tutkimalla, kuinka monta
kertaa intervallit 1, 2, 3, 4, 5 ja 6 a) 10ytyvit intervallikosta sellaisenaan b)
ovat muodostettavissa laskemalla intervallikon vierekkiisid jdsenid yhteen.
Intervallien 1-5 kokonaismiird intervallivektorissa on a)- ja b)-kohtien
summa. Intervallin 6 kokonaismairi intervallivektorissa on a)- ja b)-koh-
tien summa jaettuna kahdella. '

Toisinsanoen intervallikosta poimitaan sellaisenaan esiintyvédt numerot
1-6 ja lasketaan lisdksi vierekkdisid jasenid yhteen erilaisina kombinaatioina
niin, ettd summa on korkeintaan kuusi. .

Téll6in herdd tietenkin kysymys siitd, mitd tehddén intervalleille 7-11, joi-
ta ilmiselvisti esiintyy lukuisissa intervallikoissa. Vastaus on: ei mitidan. In-
tervallien 1-6 tutkimisen yhteydessd tulevat myos intervallit 7-11 tutkituik-
si, komplementti-intervallien mééradn ollessa aina sama.

Jos siis intervallikosta valitaan esimerkiksi intervalli viisi tai rinnakkaisia
jdsenid joiden numeroarvojen summa on viisi, jdd valinnan ulkopuolelle
automaattisesti 5:n komplementti-intervalli 7, joko "puhtaana” intervallina
7 tai useampien vierekkiisten jisenten seitsemiksi summautuvana yhdis-
telménd. Jos intervallikosta valitaan 1, ovat jiljellejddvien jdsenten yhteen-
lasketut numeroarvot aina 11. Jos intervallikosta valitaan 2, ovat jiljellejaa-
vien jisenten yhteenlasketut numeroarvot aina 10. Jne. Kun intervallikosta
valitaan kuusi, jdd jiljelle myds kuusi. Ndinollen muista intervalleista poi- -
keten myds kuutosen komplementti on kelvollinen laskettavaksi mukaan.
Kuutosten méadra jaetaan kahtia tilanteen "tasa-arvoistamiseksi".

Intervallien etsimisen intervallikosta voi suorittaa missé jirjestyksessd ta-
hansa. Lopputuloksen kannalta silld ei ole mitddn merkitystd, mutta virhei-
den vilttdmiseksi lienee viisainta edetd jarjestyksestd ykkosestd kuutoseen.

Ensin tutkitaan, kuinka monta ykkostéd intervallikossa on ja kirjataan 16y- -
detty maidrd komponentiksi intervallivektorin indeksiin 1. Ykkosten koh-
dalla tdma riittda, silli ne eivdt voi muodostua b) kohdan tarkoittamassa
merkityksessd rinnakkaisten intervallien summista.

Téamén jilkeen tutkitaan sellaisenaan esiintyvien kakkosten maard ja vie-
rekkdisistd ykkosistd summautuvien kakkosten méiri. Jos tietyssa interval-
likossa on esim. neljd vierekkiistd ykkostd, merkitsee timé intervallivekto-
riin kolmea kakkosta: kaksi vasemmanpuoleisinta muodostavat ensimmai-
sen, kaksi keskimmaistid toisen ja kaksi oikeanpuoleisinta kolmannen. Osa
ykkosistd voi siten osallistua yhteenlaskettavina useampaan summaan.
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Sitten etsitddan kolmoset ja kolmosen summaksi antavat vierekkdiset jase-
net. Mahdollisuuksia on yhteensd vain neljd kappaletta: 111, 12, 21, 3.

Neloset voivat olla intervallikossa sellaisenaan tai seuraavien rinnakkais-
ten jasenten summina: 1111, 112, 121, 211, 22, 13 ja 31. Vaihtoehtoja on nelo-
nen mukaanluettuna kahdeksan.

Viitoseksi summautuvia rinnakkaisten intervallien yhdistelmid on 15
kappaletta: 11111, 1112, 1121, 1211, 2111, 122, 212, 221, 113, 131, 311, 32, 23, 14 ja
41. Viitonen itse muodostaa kuudennentoista tapauksen.

Kuutoseksi summautuvia rinnakkaisten intervallien yhdistelmid on 31
kappaletta: 111111, 11112, 11121, 11211, 12111, 21111, 1122, 1221, 2211, 1212,
2121, 2112, 1113, 1131, 1311, 3111, 114, 141, 411, 15, 51, 123, 132, 213, 231, 312,
321, 222, 24, 42 ja 33. Kuutonen itse on siis 32:s tapaus.

(Ennen siirtymistd esimerkkeihin muistutettakoon tiaméinkin toimenpi-
teen kannalta tiarked seikka: numerojonoesityksessd olevan intervallikon
ddrijsenet ovat rinnakkaisia).

Esimerkki 44: 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 3-1 intervallikosta
-1,1,10- muodostetaan intervallivektori. (Sdvelluokkaympyrilld joukkoluo-
kan primaarimuoto).

Esim.44

@10
1 Q)

10

Ykkosid on 2 kappaletta. Indeksiin 1 komponentiksi kakkonen. Kakkosia
ei ole sellaisenaan, mutta kahdesta rinnakkaisesta ykkosestd tulee yhdessa
yksi kakkonen. Indeksiin 2 komponentiksi 1. Kolmosia, nelosia, viitosia ei-
kd kuutosia 16ydy sellaisenaan eikd ole muodostettavissa rinnakkaisten ja-
senten summina. Indekseihin 3, 4, 5 ja 6 komponentiksi 0.

Joukkoluokan 3-1 intervallivektori on [210000].

Esimerkki 45: joukkoluokan 5-19 A intervallikosta -12315- muodostetaan
intervallivektori. Sdvelluokkaympyralld jilleen joukkoluokan primaari-
muoto.

Esim.45
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Ykkdsid on 2 kpl. Indeksiin 1 komponentiksi kakkonen.

Kakkosia on sellaisenaan yksi eikd ykkosid ole useampia rinnakkain, joten
kakkosten kokonaismiira on 1. Indeksiin 2 komponentiksi 1.

Kolmosia on kaksi, ensin 142 ja sen oikealla puolella kolmonen sellaise-
naan. Indeksiin 3 komponentiksi 2.

Nelosia on 1 kpl. Se muodostuu rinnakkaisten jisenten 3 ja 1 summasta.
Indeksiin 4 komponentiksi 1.

Viitosia on kaksi kappaletta. Toinen muodostuu jisenten 2 ja 3 summasta
ja toinen on oikeassa laidassa sellaisenaan. Indeksiin 5 komponentiksi 2.

Kuutosia on kaikkiaan nelji kappaletta. Vasemmalta lukien 1+2+3, 2+3+1,
1+5 ja (@drijisenten summa) 5+1. Kokonaismiira 4 jaetaan kahdella, joten
indeksiin 6 tulee komponentiksi 2.

Joukkoluokan 5-19 A intervallivektori on koottuna {212122].

Esimerkki 46: 6-akselisesti kiertosymmetrisen joukkoluokan 6-35 interval-
likosta -222222- muodostetaan intervallivektori. Savelluokkaympyrilld pri-
maarimuoto.

Ykkésid ei ole lainkaan. Indeksiin 1 komponentiksi 0.

Kakkosia on 6 kpl. Indeksiin 2 komponentiksi 6.

Kolmosia ei ole lainkaan. Indeksiin 3 komponentiksi 0.

Nelosia on summattavissa rinnakkaisista kakkospareista - dirijisenet mu-
kaanluettuina - 6 kappaletta. Indeksiin 4 komponentiksi 6.

Viitosia ei ole lainkaan. Indeksiin 5 komponentiksi 0.

Kuutosia on kuusi kappaletta: jokaisesta kakkosesta lihtien voidaan sum-
mata kolmen kakkosen muodostama kuutonen. Indeksiin 6 komponentiksi
puolet kuudesta eli kolme.

Joukkoluokan 6-35 intervallivektori koottuna: [060603].

Esim.47

Esimerkki 47: yksiakselisesti symmetrisen joukkoluokan 9-1 intervallikos-
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ta -111111114- muodostetaan intervallivektori. Ympyrilld joukkoluokan pri-
maarimuoto.
Ykkosid on kahdeksan kappaletta. Indeksiin 1 komponentiksi 8.

Kakkosia syntyy seitseman kappaletta, kun ykkosid lasketaan vasemmalta
alkaen kaksittain yhteen - sama ykkonen voi siis osallistua kahteen 1+1 -toi-
mitukseen, sekd vasemman- ettd oikeanpuoleisena yhteenlaskettavana. In-
deksiin 2 komponentiksi 7.

Kolmosia on kuusi kappaletta, niistd kukin kolmen rinnakkaisen ykkosen
summana. Nyt voi sama ykkonen osallistua kolmen kolmosen muotoutu-
miseen, vasemmanpuoleisena, keskimmaiisend ja oikeanpuoleisena yhteen-
laskettavana. Indeksiin 3 komponentiksi 6.

Nelosia 16ytyy niitdkin kuusi, joista viisi kappaletta neljin rinnakkaisen
ykkodsen summina ja kuudes intervallikon oikeassa laidassa sellaisenaan.
Indeksiin 4 komponentiksi 6.

Viitosia on my6s kuusi. Neljd kappaletta muodostuu viiden rinnakkaisen
ykkdsen summana, viides oikeanpuoleisimman ykkdsen ja nelosen sum-
mana ja kuudes nelosen ja vasemmanpuoleisimman ykkdsen summana.
Indeksiin 5 komponentiksi 6.

Kuutosia on niinikddn kuusi. Vasemmalta lidhtien ensin kolme kuuden
rinnakkaisen ykkodsen summaa, sitten kolmesta oikeanpuoleisimmasta jise-
nestd 1+1+4, kahdesta oikeanpuoleisimmasta ja ensimmaiisesti vasemman-
puoleisesta 1+4+1 sekd oikeanpuoleisimmasta ja kahdesta vasemmanpuo-
leisimmasta 4+1+1. Indeksiin 6 tulee komponentiksi puolet kuudesta eli 3.

Joukkoluokan 9-1 intervallivektori on koottuna {876663].

4.7. TICS-VEKTORI SAVELLUOKKAYMPYRASTA

TICS-vektorin muodostaminen suoraan sdvelluokkaympyrille asetetusta
joukosta lienee metodeista nopein ja yksinkertaisin. Haluttaessa voidaan
tutkia vain yhden yksittdisen leikkauksen koko. Leikkauksen sdvelluokkasi-
sidltd selvidd toimenpiteen avulla suoraan. Toimenpiteen ainoa etukiteis- -
valmistelu on tutkittavan X/Y-joukon sijoittaminen sdvelluokkaympyrille,
mikéli se ei ole jo sijoitettuna sinne valmiiksi.

Metodin perustana on kéénteisjoukkoluokkiin kuuluvien joukkojen yh-
teisten jisenten ryhmittyminen symmetrisesti sen akselin ympirille, jonka
suhteen joukot ovat kddnnetyt.

Esim.48 a 48b

Esimerkki 48: sdvelluokkaympyrille sijoitetaan joukko -426-/9, sivelluok-
kasisalloltaan (9,1,3). Ympyrille piirretidn akseli 0-6. (Esim.48 a). Koska kaksi
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joukon jdsentd - sdvelluokat 3 ja 9 - sijaitsevat akselista yhtd etddlld, on sel-
vii ettd kididnnettdessd joukko akselin 0-6 suhteen kuuluvat sdvelluokat 3 ja
9 my&s kidnteisjoukkoon -246-/9, sdvelluokkasisalloltaan {9,11,3}. (Esim. 48
b). Kddnnettidessd kolmosesta on tullut yhdeksédn ja pdinvastoin. (Normaali-
jasenten lihavointi on jitetty pois).

a-kohdan joukkoon kuuluu sidvelluokka 1, mutta ei sen kanssa akselin 0-6
suhteen symmetrisesti ryhmittynyttd sdvelluokkaa 11. Télldin akselin 0-6
suhteen kiddnnetyssd kainteisjoukossa (b-kohta) on sdvelluokka 11 mutta ei
sen kanssa akselin 0-6 suhteen symmetrisesti ryhmittynyttd sdvelluokkaa 1.
a-kohdan joukon sdvelluokka 1 ei siis voi olla yhteinen jisen molemmille
joukoille, koska silld ei ole parinaan akselin 0-6 suhteen symmetrisesti ryh-
mittynyttd sdvelluokkaa 11. (Jos b-kohdan joukkoon kuuluisi sdvelluokka 1,
pitdisi a-kohdan joukkoon vastaavasti kuulua sivelluokka 11. Ja koska a-
kohdan joukkoon ei kuulu sivelluokkaa 11, ei b-kohdan joukkoon voi
kuulua sidvelluokkaa 1). Kumpikin joukko tarvitsisi molemmat akselin 0-6
suhteen symmetrisesti ryhmittyneet sdvelluokat, jotta leikkaus voisi toteu-
tua.

Tami seikka pitee kaikkiin tapauksiin. Jos kahden kddnteisjoukkoluok-
kiin kuuluvan joukon sdvelluokkasisdllot ovat saatettavissa toisikseen ak-
selin a-(a+6) suhteen kddntimailld, ovat joukkojen yhteiset sdvelluokat au-
tomaattisesti ryhmittyneet symmetrisesti tuon akselin suhteen.

Téstd seuraa se johtopditds, ettd yhteiset savelluokat saa selville kummas-
ta joukosta tahansa. Jos joukolla N on symmetrisesti akselin a-(a+6) suhteen
ryhmittyneitd sidvelluokkia, ovat nuo sidvelluokat automaattisesti jasenind
myods joukossa I8N, joka syntyy kddnnettdessd N akselin a-(a+6) suhteen.
(Tdm3i on erds havainnollistus kohdassa 5.2. 3. esitetylle ilmidlle: kédanteis-
joukkojen leikkausjoukko on aina kdidnteissymmetrinen).

Koska TICS-vektorin kukin indeksi viittaa leikkaukseen tutkittavan X/Y-
joukon ja sen kddnnoksen vililld, joka syntyy kddnnettdessd X/Y-joukko in-
deksin numeroarvon puolikasta vastaavan akselin suhteen, voidaan TICS-
vektori muodostaa myos “akselildhtSisesti”. Talldin tutkitaan vuoronpe- -
rddn, mitkd joukon jisenistd ovat ryhmittyneet symmetrisesti kunkin kah-
dentoista akselin suhteen. Toimenpide on helppo ja silld on erdédnlainen vi-
suaalinen varmistus, silli on vaivattomampaa nihdd savelluokkien vilisid
suhteita kuin laskea niita.

TICS-vektorin muodostaminen sdvelluokkaympyrélld olevasta joukosta
tapahtuu kohta kohdalta seuraavasti. Ajatellaan sdvelluokkaympyrille ak-
seli 0-6. (Tai ehkdpd mieluumminkin sijoitetaan jokin sopiva akselista kiy-
vd esine tihidn asentoon). Katsotaan ovatko jotkut joukon jdsenistd ryhmit-
tyneet symmetrisesti akselin suhteen, ja sijoitetaan kriteerit tiyttdvien sa-
velluokkien lukumaidrd komponentiksi indeksiin 0. Tdmaén jilkeen akseli
siirretddn asentoon 1/2 - 6 1/2 ja tutkitaan uuden akselin suhteen symmetri-
sesti ryhmittyneiden sdvelluokkien lukumdird, joka puolestaan kirjataan
komponentiksi indeksiin 1. Akseli siirretddn asentoon 1-7, selvitetddn sen
suhteen symmetrisesti ryhmittyneiden sivelluokkien mddrad ja merkitdédn
tulos komponentiksi indeksiin 2. Akseli sijoitetaan asentoon 1 1/2 -7 1/2, tut-
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kitaan sen suhteen symmetrisesti ryhmittyneiden sdvelluokkien mairi ja
merkitddn tulos komponentiksi indeksiin 3, jne. Toimenpidettd toistetaan,
kunnes akseli on ollut sijoitettuna kaikkiin kahteentoista mahdolliseen
asentoonsa, viimeisimpani indeksiin 11 viittaavaan asentoon 5 1/2 - 11 1/2.
(Puheet yhden akselin siirtimisestd tai asennosta ovat luonnollisesti timan
toimenpiteen tarpeisiin omaksuttuja epidmuodollisia ilmauksia. I-avaruu-
dellisia akseleita on 12 eivatkd ne liiku minnekidin, ainoastaan niiden edus-
taja operaatiossa liikkuu).

Ennen esimerkkejd vieldi muuan huomio. Etsittdessd kulloisenkin akselin
suhteen symmetrisesti ryhmittyneitd sivelluokkia tulee muistaa, ettd akse-
lin jommankumman tai molempien kiintopisteiden kohdalla saattaa olla
sdvelluokka. Tédllainen sdvelluokka kuuluu aina myoskin kaidnteisjouk-
koon ja kasvattaa siten leikkauksen kokoa. (Tulevissa esimerkeissd normaa-
lijisenet ovat edelleen lihavoimatta).

Esim.49: joukko tapauksia, joissa akselin jommankumman tai molempien
kiintopisteiden kohdalla on sidvelluokka.

Edelld esitettiin kdidnteisjoukkojen viliseen leikkaukseen kuulumisen kri-
teeriksi se, ettd sivelluokka on akselin suhteen symmetrisessd asetelmassa -
jos sdvelluokka ei ole akselin kiintopisteen kohdalla, se tarvitsee parin ase-
telman muodostumiseksi. Jos se taas on akselin kiintopisteen kohdalla, se
muodostaa yksin symmetrisen asetelman akseliin ndhden.

Téastd seuraa luonnollisesti se huomio, ettd joukon jisenet voivat olla
kiintopisteiden kohdilla vain jos kiintopisteet itse sijoittuvat sdvelluokille.
Tédmaén ehdon tiyttdvid akseleitahan on kaikista tapauksista puolet eli kuusi
kappaletta. Loput kuusi akselia sijaitsevat kiintopisteiltddn sdvelluokkien
véleissd, joten joukkojen jdsenet eivit voi niiden kohdalle osua. TAimi ha-
vainnollistaa toisesta ndkoékulmasta sitd aiemmin TICS-vektoreista todettua
seikkaa, ettd parittoman indeksin komponentti ei voi olla pariton. Kompo-
nentti voi kasvaa yhdelld yksikolld - ja muodostua siten parittomaksi - vain
silloin, kun akselin toisen kiintopisteen kohdalla on jokin sdvelluokka. Tal-
laiset tapaukset ovat mahdollisia vain kiintopisteiltddn sivelluokille sijoit-
tuneille akseleille, so. akseleille jotka (kiintopisteidensd kahdella kertomi-
sen jilkeen) viittaavat vektorin parillisen numeroarvon omaaviin indek-
seihin tai indeksiin 0.

Esim. 50: tutkitaan symmetriset asetelmat kunkin akselin suhteen sivel-
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luokkaympyrilld olevasta joukosta 4-2 A/2 eli -1128-/2, sidvelluokkasisillol-
tddn (2,3,4,6). Vastavireilld merkityt sdvelluokat ovat symmetrisessi asetel-
massa kulloisenkin akseliin suhteen. Kaikille tapauksille yhteinen interval-
likko -1128- on jitetty ympyrdista pois.

Esim. 50 a
(2]
€)
(4)
e
9
i (4)
(&)
i

=

Esim.51 a
sen suhteen symmetr. 1indeksi, johon leikk.

0-6 0 1
1/2-6 1/2 - 1 0
1-7 - 2 0
1 1/2-7 1/2 - 3 0
2-8 2 4 1
2 1/2-8 1/2 2/3 5 2
3-9 2/4, 3 6 3
3 1/2-9 1/2 3/4 7 2
4-10 2/6, 4 8 3
4.1/2-10 1/2 3/6 9 2
5-11 4/6 10 2
5 1/2-11 1/2 - 11 0

Esimerkki 51: a-kohdan kaaviossa kauttaviivalla / yhdistetyt savelluokat
ovat symmetrisesti akselin suhteen ryhmittyneitd pareja. Ne kasvattavat
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komponenttia kahdella yksikolla. Yksittdiset sdvelluokat ovat akselin kiin-
topisteen kohdalla olevia joukon jdsenid. Ne kasvattavat komponenttia yh-
delld yksiko6lld. Kohdassa b kaaviosta koottu TICS-vektori.

Esim. 51 b: TICS-vektori koottuna
1 000123232 2 0
01234546789 10 11

Esimerkki 52: tutkitaan symmetriset asetelmat kunkin akselin suhteen sa-
velluokkaympyrilld olevasta joukosta 8-12 A/0 eli -12111123-/0, savelluok-
kasisdlloltadn {0,1,3,4,5,6,7,9). Intervallikko on jitetty ympyroistd pois.

Esim.52a

Esimerkki 53: esimerkin 52 a-1 symmetriset asetelmat koottuna TICS-vek-
toriksi (kohta 53 a) sekid kaaviona (kohta 53 b, seur. sivu).

Esim. 53 a: TICS-vektori
6 6 4 46464656 7 4
0123456786910 11
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Esim. 53 b

sen suhteen symmetr. indeksi, johon leikk.
kseli hmi av i vii k
0-6 3/9, 5/7, 0, 6 0 6
1/2-6 1/2 0/1, 4/9, 6/17 1 6
1-7 5/9, 1, 7 2 4
1 1/2-7 1/2 0/3, 6/9 3 4
2-8 0/4, 1/3, 71/9 4 6
2 1/2-8 1/2 0/5, 1/4 5 4
3-9 o/6, 1/5, 3, 9 6 6
3 1/2-9 1/2 0/7, 1/6, 3/4 7 6
4-10 1/7, 3/5, 4 8 5
4 1/2-10 1/2- 0/9, 3/6, 4/5 9 6
5-11 1/9, 3/7, 4/6, 5 10 7
5 1/2-11 1/2 4/7, 5/6 11 4

4.8. X:N JA Y:N MUUTOKSET

Leikkausvektorien muodostaminen kisin menetelmalld tai toisella on sii-
nd mddrin aikaaviepd ja tarkkuutta vaativa toimenpide, ettd jouduttaessa
suorittamaan se usein kuluu energiaa yhtd paljon operaatioiden mekaani-
seen ldpiviemiseen kuin itse tulosten tarkasteluun. Timan vuoksi on syyta
ottaa huomioon eri mahdollisuudet vektorien muodostamisen helpottami-
seksi ja kaiken informaation irtiottamiseksi jo muodostetuista vektoreista.

Kiytinndssd nimd mahdollisuudet rajoittuvat tilanteisiin, joissa jonkin
jo tunnetun vektorin X-joukko, Y-joukko tai molemmat muuttuvat siten,
ettd uusi X ja/tai uusi Y kuuluvat samaan joukkoluokkaan kuin entinen-
kin, tai korkeintaan kdinteisjoukkoluokkaan. Télldin uusi vektori on enti- -
sen rotaatio tai kddnteisrotaatio. Olemassaolevasta vektorista voidaan nahdi
suoraan muuttuneen asetelman vektori, edellyttien ettd on kidytdssd metodi
jolla selvittdd, mihin uuden vektorin indekseihin vanhan vektorin indek-
sien 0-11 komponentit sijoittuvat.

Voidaan esimerkiksi saada selville, ettd olemassaolevan vektorin jossakin
indeksissa, vaikkapa indeksissd 0, sijaitseva komponentti siirtyy muuttuvan
tilanteen tuottamassa vektorissa indeksiin 8 ja ettd muut komponentit sijoi-
tetaan uusiin indekseihinsd samansuuntaisesti kuin olemassaolevan vekto- -
rin komponentit: vanhan vektorin indeksin 1 komponentti tulee uudessa
indeksiin 9, vanhan vektorin indeksin 2 komponentti tulee uudessa indek-
siin 10 jne. On huomattavasti helpompaa kirjoittaa uusi vektori suoraan ta-
mén tiedon varassa kuin ryhtya laskemaan koko vektoria uudesta ldhtoase-
telmasta.

Vihentdmailla jalkimmaisestd, muuttuneen asetelman indeksistd alkupe-
rdisen asetelman indeksi saadaan selville kuinka mones olemassaolevan
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vektorin rotaatio uusi vektori on. Esimerkkitapauksessa 8-0=8, joten uusi
vektori on vanhan 8. rotaatio. Ja yleensd, jos olemassaolevan vektorin in-
deksissd i sijainnut komponentti sijoittuu muuttuneen asetelman tuotta-
massa vektorissa indeksiin i+n, on uusi vektori vanhan n:s rotaatio, silla
(i+n)-i=n.

Toisessa tapauksessa voidaan vastaavasti saada selville, ettd olemassaole-
van vektorin indeksissd 0 sijaitseva komponentti siirtyy muuttuvassa tilan-
teessa uuden vektorin indeksiin 8, mutta etti vanhan vektorin indeksien 1-
11 komponentit tuleekin sijoittaa uuden vektorin indeksin 8 suhteen kain-
teisessd jdrjestyksessd, oikealta vasemmalle. Vanhan vektorin indeksin 1
komponentti tulee uudessa indeksiin 7, vanhan vektorin indeksin 2 kom-
ponentti tulee uudessa indeksiin 6 jne.

Laskemalla ndiden indeksiparien erotukset voi havaita, ettd tietyn vekto-
rin ja sen kdinteisrotaation toisiaan vastaavien komponenttien etdisyys ei
ole vakio - komponenttien muodostamat numerojonot ovat samansisaltdi-
set mutta erisuuntaiset. Tdman vuoksi kddnteisrotaation jarjestysnumero
(numero joka kertoo kuinka mones kddnteisrotaatio on kyseessd) maédritel-
lddn suhteessa alkuperdisen vektorin indeksissi 0 olevaan komponenttiin.
Yleensd, jos alkuperdisen vektorin indeksissd 0 ollut komponentti sijoittuu
muuttuneen asetelman tuottamassa vektorissa indeksiin n ja indeksien 1-11
komponentit kddnteisesti suhteessa siihen, on uusi vektori vanhan n:s
kiddnteisrotaatio. Esimerkkitapauksessa olisi uusi vektori siten vanhan 8.
kdinteisrotaatio.

4.8.1. MUUTOKSET ERI X:N JA Y:N VEKTOREISSA

Metodit X:n ja/tai Y:n muutosten tuottamien uusien vektorien muodosta-
miseksi jo tunnetuista vektoreista hyddyntdvit samoja seikkoja kuin leik-
kausmatriisien muodostaminen, eli Y-joukon normaalijasenen numeroar-
von vihentdmistd X-joukon normaalijisenen numeroarvosta (transpositio-
vektorien tapauksissa) tai Y-joukon normaalijisenen numeroarvon lisda-
mistd X-joukon normaalijisenen numeroarvoon (kdinteisvektorien ta-
pauksissa).

4.8.1.1.transpositiovektorit

X:n ja/tai Y:n muutosten tuottaman uuden transpositiovektorin selvitta-
miseksi tulee ainoastaan etsid tunnetun vektorin X:n ja Y:n normaalijésen-
ten erotusta vastaava indeksi ja siirtdd sen mairittima rotaatio (so. tuosta
indeksista alkava rotaatio) alkavaksi indeksistd, jonka numeroarvo vastaa
muuttuneen tilanteen normaalijisenten erotusta. Siirrettddnkdé X-joukkoa,
Y-joukkoa vaiko molempia ja kuinka paljon kumpaakin ei muuta operaa-
tion suoritustapaa. Tilanteeseen ei my6skdan vaikuta se, ovatko X ja Y eri
joukkoluokkien jisenid - jolloin on kyseessd ristikorrelaatiovektori - vai
ovatko ne saman joukkoluokan eri jisenjoukkoja - jolloin on kyseessd eri
X:n ja Y:n autokorrelaatiovektori.
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Tarkastelu aloitetaan maarittdmalld ldhtdasetelma ja muodostamalla siitd
vektori. My6hemmissd esimerkeissd X- ja Y-joukot vaihtuvat joukkoluok-
kiensa muiksi jasenjoukoiksi.

. Esimerkki 54: muodostetaan transpositiovektori, kun X-joukko on 7-11
A/0 eli -1211124-/0, sdvelluokkasisdlloltdan (0,1,3,4,5,6,8) (esim. 54 a) ja Y-
joukko on 3-2 A/0 eli -129-/0, sdvelluokkasisillltddn {0,1,3} (esim.54 b). Val-
mis vektori on esimerkissid 54 c.

Esim.54 a 54b

Esim. 54c¢

322323113111 1 1
012345671829 10 11

Y:n normaalijisenen numeroarvo vdhennettynd X:n normaalijisenen nu-
meroarvosta on 0.

Esimerkki 55: X-joukko on sama kuin esimerkissd 54. Y-joukko puolestaan
on -129-/2, sdvelluokkasisilloltdin (2,3,5). (Esim.55 a).

Esim.55 a

Muuttunut Y on saman joukkoluokan jisenjoukko kuin esimerkin 54 Y,
sijaiten vastinjdseniltidn (myotdpdivdan kuljettaessa) kahden puolisédvel-
luokka-askeleen pédidssd. Y:n normaalijisenen numeroarvo 2 vdhennettyni
X:n normaalijisenen numeroarvosta 0 on 0-2=-2=10.

Esimerkin 54 vektorissa normaalijidsenten erotusta vastanneen indeksin 0
madrittdmd rotaatio siirretddn alkavaksi indeksistd 10, joka on muuttuneen
asetelman normaalijdsenten erotusta vastaava indeksi. Tuloksena on muut-
tuneen asetelman transpositiovektori. (Esim. 55b).

Esim.55b
23 2311113111 3 2
0123456789 1011
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Esimerkin 54 joukkojen normaalijisenten erotus 0 vihennettynid esimer-
kin 55 joukkojen normaalijisenten erotuksesta 10 on 10-0=10. Uusi vektori
on aiemman 10. rotaatio.

Esimerkki 56: X-joukko on 7-11 A/2 eli -1211124-/2, sdvelluokkasisallol-
tadan {2,3,5,6,7,8,10). (Esim.56 a). X on vastinjdseniltddn (myotdpdivaan kul-
jettaessa) kahden puolisdvelluokka-askeleen pddssd esimerkin 54 X-joukos-
ta. Y-joukko on sama kuin esimerkissi 54, 3-2 A/0 eli -129-/0, sdvelluokkasi-
salloltdaan {0,1,3). Y:n normaalijdsenen numeroarvo 0 vidhennettynd X:n
normaalijisenen numeroarvosta 2 on 2.

Esim.56 a

Esimerkin 54 vektorissa normaalijdsenten erotusta vastanneen indeksin 0
maarittdima rotaatio siirretddn alkavaksi indeksistd 2, joka on muuttuneen
asetelman normaalijdsenten erotusta vastaava indeksi. Muuttuneen asetel-
man transpositiovektori on esimerkissad 56 b.

Esim.56 b
1132232311 1 1
012345678910 11

Esimerkin 54 joukkojen normaalijisenten erotus 0 vihennettynd esimer-
kin 56 joukkojen normaalijisenten erotuksesta 2 on 2-0=2. Uusi vektori on
aiemman 2. rotaatio.

4.8.1.2. kadinteisvektorit

Selvitettdessd X- ja/tai Y-joukkojen muutoksien vaikutuksia kdanteisvek-
toreihin toimitaan muutoin kuten edelld, paitsi ettd normaalijisenten nu-
meroarvojen vihentimisen tilalla on niiden yhteenlasku. Etsitddn tunne-
tun kdidnteisvektorin X:n ja Y:n normaalijisenten summaa vastaavan in-
deksin madrittdmd rotaatio ja siirretddn se alkavaksi indeksistd, jonka nu-
meroarvo vastaa uuden tilanteen normaalijisenten summaa.

Seuraavassa yksi tapaus vertailukohdaksi ja toinen muuttuneen tilanteen
selvittidmiseksi.

Esimerkki 57: X-joukko on 7-11 A/0 eli -1211124-/0, sdvelluokkasisillol-

tadn {0,1,3,4,5,6,8) ja Y-joukko on 3-2 A/0 eli -129-/0, savelluokkasisill6ltdan
{0,1,3). Normaalijdsenten summa on 0. Seuraavassa kddnteisvektori:
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Esim.57
1. 212323222 0 1
012345%6 789 10 11

Esimerkki 58: X-joukko on sama kuin esimerkissd 57. Y-joukko on -129-
/2, sdvelluokkasisilloltdan {2,3,5), eli vastinjdseniltidn (my6tdpdividn kul-
jettaessa) kahden puolisdvelluokka-askeleen piédssi esimerkin 57 Y:std oleva
jisenjoukko. Normaalijisenten summa on 2.

Esimerkin 57 vektorissa normaalijisenten summaa vastanneen indeksin 0
midrittima rotaatio siirretddn alkavaksi indeksistd 2, joka on muuttuneen
asetelman normaalijdsenten summaa vastaava indeksi. Alla muuttuneen
asetelman kdinteisvektori.

Esim.58

0112123232 2 2
0123456782910 11

Esimerkin 57 joukkojen normaalijisenten summa 0 vdhennettyni esimer-
kin 58 joukkojen normaalijisenten summasta 2 on 2-0=2. Uusi vektori on
aiemman 2. rotaatio.

4.8.2. MUUTOKSET SAMAN X:N JA Y:N VEKTOREISSA
4.8.2.1. autokorrelaatio- ja intervallivektorit

Autokorrelaatiovektoreita tai intervallivektoreita X:n ja Y:n muutokset ei-
vit koske, silli X/Y-joukon muuttuminen toiseksi sdilyttdd vektorin ennal-
laan. Jos vain X tai vain Y muuttuu, on kyseessi eri X:n ja Y:n autokorrelaa-
tiovektori, joihin soveltuvia operaatioita kisiteltiin jo edelld. TICS-vekto-
rien yhteydessi tdménhetkisestd kysymyksenasettelusta sensijaan on hyotya.

4.8.2.2. TICS-vektorit

Rahn esittdd tavan madritelld tutkittavan joukon transponoimisesta TICS-
vektorille aiheutuva muutos sekd tutkittavan joukon kiddntidmisestid ja
transponoimisesta aiheutuva muutos.25 Seuraavassa esitettivit toimenpi-
teet a)avat samaa asiaa hiukan toiselta ndkékulmalta. Joukkoteorlan kdytta-
jd voi niistd valita itselleen parhaiten soveltuvan.

Koska TICS-vektorit ovat kdinteisvektoreiden alalaji, niiden ldhtoasetel-
missa tapahtuvat muutokset ratkeavat periaatteessa samalla tavalla kuin
kddnteisvektoreiden tapauksissa yleensdkin. X ja Y ovat sama joukko, joten
normaalijisenten numeroarvojen summa saadaan suoraan kertomalla
X/Y-joukon normaalijdsenen numeroarvo kahdella.

Alkuperiisen X/Y-joukon avulla muodostetusta TICS-vektorista etsitddn
normaalijisenen kaksinkertaista numeroarvoa vastaavan indeksin maarit-
tdmd rotaatio, ja siirretddn se alkavaksi indeksistd, jonka numeroarvo vas-
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taa uuden X/Y-joukon normaalijisenen kaksinkertaista numeroarvoa.

Esimerkki 59: X/Y-joukko on 7-11 A/0 eli -1211124-/0, sdvelluokkasisallol-
tddn {0,1,3,4,5,6,8). Normaalijisenen numeroarvo kerrottuna kahdella on 0.
Alla TICS-vektori.

Esim.59
4 4 32545456 3 4
012345¢6789 10 11

Esimerkki 60: X/Y-joukko on 7-11 A/2 eli -1211124-/2, sdvelluokkasisallol-
tadn {2,3,5,6,7,8,10}). Joukko on vastinjdseniltiddn edellisen esimerkin joukos-
ta (myotapdivaan kuljettaessa) kahden puolisdvelluokka-askeleen padssa si-
jaitseva jasenjoukko. Normaalijisenen numeroarvo kerrottuna kahdella
on 4,

Esimerkin 59 X/Y-joukon normaalijisenen kaksinkertaista numeroarvoa
vastaavan indeksin 0 méaarittima rotaatio siirretddn alkavaksi indeksisti 4,
jonka numeroarvo vastaa uuden X/Y-joukon normaalijisenen kaksinker-
taista numeroarvoa. Tuloksena on joukon 7-11 A/2 TICS-vektori. (Alla).

Esim.60
5 6 3 4443254 5 4
0123456782910 11

Esimerkin 59 X/ Y-joukon kahdella kerrottu normaalijisen 0 vdhennetty-
nd esimerkin 60 X/Y-joukon kahdella kerrotusta normaalijisenestd 4 on
4-0=4. Uusi vektori on aiemman 4. rotaatio.

Esimerkki 61: X/Y-joukko 7-11 A/4 eli -1211124-/4, savelluokkasisall6ltdan
{4,5,7,8,9,10,0}, kuuluu samaan joukkoluokkaan kuin kahden edellisen esi-
merkin X/Y-joukot. Normaalijisenen numeroarvo kerrottuna kahdella on
8.

Esimerkin 59 X/Y-joukon normaalijisenen kaksinkertaista numeroarvoa
vastaavan indeksin 0 maarittdma rotaatio siirretiin alkavaksi indeksista 8,
jonka numeroarvo vastaa timainkertaisen X/Y-joukon normaalijisenen
kaksinkertaista numeroarvoa. Tuloksena on joukon 7-11 A/4 TICS-vektori.
(Alla).

Esim. 61
545 4563444 3 2
012345678910 11

Esimerkin 59 X/Y-joukon kahdella kerrottu normaalijisen 0 vihennetty-
nid esimerkin 61 X/Y-joukon kahdella kerrotusta normaalijisenestd 8 on
8-0=8. Uusi vektori on aiemman 8. rotaatio.
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4.8.2.3. TICS-vektorit kddnnetystd X/Y-joukosta

Tunnetusta TICS-vektorista saadaan kéanteisjoukkoluokkaan kuuluvan
X/Y-joukon TICS-vektori seuraavasti. Ensiksi, kerrotaan tunnetun vektorin
X/Y-joukon normaalijasenen numeroarvo kahdella. Toiseksi, tehdddn sa-
ma toimenpide sille kddnnetylle X/Y-joukolle, jonka TICS-vektori halutaan.
Kolmanneksi, kerrotaan vield jommankumman intervallikon kidénteisosan
numeroarvo kahdella. (Kdidnteisosat ovat aina yhtid suuret, joten on sama
kumman valitsee).

Néiden kolmen toimenpiteen tulokset lasketaan yhteen. Uusi TICS-vekto-
ri on summaa vastaavan vanhan TICS-vektorin indeksin mairittama kddn-
teisrotaatio (summaa vastaavasta indeksistd alkaen oikealta vasemmalle
luettu komponenttien jono). Summa kertoo myds suoraan, kuinka mones
alkuperdisen vektorin kddnteisrotaatio uusi vektori on.

Esimerkki 62: a-kohdan TICS-vektorin X/Y-joukko on 7-11 A/0 eli
-1211124-/0, sadvelluokkasisilloltain (0,1,3,4,5,6,8).

Tamén vektorin avulla muodostetaan TICS-vektori, jonka X/Y-joukko on
erds a-kohdan X/Y-joukon kdanndksistd, 7-11 B/5 eli -2111214-/5, sivelluok-
kasisdlloltddn {5,7,8,9,10,0,1).

Alkuperidisen X/Y-joukon normaalijisenen numeroarvo kerrottuna kah-
della on 0. Kddnnetyn X/Y-joukon normaalijisenen numeroarvo kerrottu-
na kahdella on 10. Intervallikkojen yhtd suuren kidnteisosan numeroarvo 8
kerrottuna kahdella on 16=4. Nididen kolmen toimenpiteen summa on
0+10+4=14=2. Uusi TICS-vektori on summaa vastaavan vanhan TICS-vek-
torin indeksin 2 miarittimi kdinteisrotaatio. Joukon 7-11 B/5 TICS-vektori
on siten tunnetun vektorin 2. kddnteisrotaatio. (Esimerkki 62 b).

Asetelma toimii aina my6s toisin pdin. Alkuperdinen vektori on uudessa
vektorissa summaa vastaavan indeksin méairittdima kdinteisrotaatio. Esi-
merkin 62 a vektori on esimerkin 62 b vektorin 2. kiénteisrotaatio.

Esim.62 a Esim.62 b
4 4 32 545 45 6 3 4 3 44 4365454 5 2
01234546789 1011 012345678910 11

Esimerkki 63: kohdan a TICS-vektorin X/Y-joukko on 7-11 A/3 eli
-1211124-/3, savelluokkasisilloltidn {3,4,6,7,8,9,11).

Tédmién vektorin avulla muodostetaan TICS-vektori, jonka X/Y-joukko on
erds a-kohdan joukon kddnnéksistd, 7-11 B/4 eli -2111214-/4, sidvelluokkasi-
sdlloltddn (4,6,7,8,9,11,0).

Alkuperidisen X/Y-joukon normaalijisenen numeroarvo kerrottuna kah-
della on 6. Kddnnetyn X/Y-joukon normaalijdsenen numeroarvo kerrottu-
na kahdella on 8. Intervallikkojen yhtd suuren kdinteisosan numeroarvo 8
kerrottuna kahdella on 16=4. Niiden kolmen toimenpiteen summa on
6+8+4=18=6. Uusi TICS-vektori on summaa vastaavan vanhan TICS-vekto-
rin indeksin 6 méiirittdmi kiidnteisrotaatio. Joukon 7-11 B/4 TICS-vektori
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on siten tunnetun vektorin 6. kdinteisrotaatio, ja pdinvastoin. (7-11 B/4:n
TICS-vektori esimerkissd 63 b).

Esim.63 a Esim.63 b
5 4.5 6 344432 5 4 4436545452 3 4
01234546789 10 11 012345¢678 910 11

4.9. SYMMETRISTEN JOUKKOLUOKKIEN LEIKKAUSVEKTORIT

Kdsitteistod -luvun kohdassa 3.4. viitattiin jo alustavasti symmetristen
joukkoluokkien leikkausvektoreihin. Kiertosymmetristen joukkoluokkien
tapauksissa jisenjoukkoja on vihemman kuin 12, joten kiertosymmetrises-
td X/Y-joukosta muodostettu 12-indeksinen autokorrelaatiovektori sisaltdd
toisteista informaatiota: 6-jasenjoukkoisten joukkoluokkien tapauksissa jo-
kaisen jisenjoukon ja vertailtavan joukon leikkaus ndkyy kaksi kertaa, 4-ji-
senjoukkoisten joukkoluokkien tapauksissa 3 kertaa, 3-jasenjoukkoisten
joukkoluokkien tapauksissa 4 kertaa ja 2-jasenjoukkoisen joukkoluokan ta-
pauksessa periti kuusi kertaa.

Kuten aiemminkin on todettu, esitetdin vektorin muodostaminen aina
tavalla, joka (tdmin esityksen termein ilmaistuna) vastaa Y-joukon trans-
ponoimista kaikilla kahdellatoista transpositiointervallilla. Kukin indeksi
viittaa tdlléin numeroarvoaan vastaavaan Y:n transpositioon, riippumatta
siitd onko jollakin tai joillakin muilla transpositioilla Y:n symmetriaomi-
naisuuksista johtuen identtinen sidvelluokkasisiltd. Vektoreissa hyddynnet-
tdvd transpositioiden joukko on kaikissa olosuhteissa identtinen instanssi-
luokan kanssa.

Ilmeinen vaihtoehtohan tille transpositioldhtdisyydelle olisi joukkoluok-
kaldhtdisyys. Vertailtavan joukon ja kunkin jisenjoukon vilinen leikkaus
tutkittaisiin vain kerran, jonka jilkeen toimenpide voitaisiin lopettaa. 6-ja-
senjoukkoisen joukkoluokan autokorrelaatiovektori olisi 6-indeksinen, 4-
jasenjoukkoisen 4-indeksinen jne.

Téta sindnsd mielekdsti tapaa vastaan puhuu kuitenkin se, ettd sen muka-
na menetettdisiin erityyppisten leikkausvektorien yhtendinen esitystapa - ti-
hdn kysymyksenasetteluunhan jouduttiin ottamaan kantaa jo intervalli-
vektorien yhteydessd. Lisadksi ristikorrelaatiovektorien kohdalla tulisi vas-
taan tapauksia, joissa molemmat ldhtdasetelman joukot ovat kiertosymmet-
rioita, mutta erijaksoisia. Télldin muodostuvat vektorit olisivat indeksiensa
lukumdiran puolesta erilaisia, riippuen siitd kumpi joukoista kulloinkin
olisi X ja kumpi Y. '

Tamin vuoksi on mielestini perusteltua hyvéksyd intervallivektori ai-
noaksi vektorien erikoistapaukseksi sen R-avaruudellisia intervalliraken-
teita koskevan kuvausvoimaisuuden vuoksi, pysytelld muutoin 12-indeksi-
sissd vektoreissa ja huomioida tapauskohtaisesti symmetristen joukkoluok-
kien aiheuttamat poikkeustilanteet.
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4.9.1. SYMMETRISET SAMAN X:N JA Y:N LEIKKAUSVEKTORIT
4.9.1.1. symmetrisen X/Y-joukon autokorrelaatiovektori

1-akselisesti symmetrisiin joukkoluokkiin kuuluvista X/Y-joukoista muo-
dostetut autokorrelaatiovektorit kuuluvat samaan kategoriaan kuin epi-
symmetrisiin joukkoluokkiin kuuluvista X/Y-joukoista muodostetut auto-
korrelaatiovektorit, koska molemmissa tapauksissa jisenjoukkoja on yhtd
monta kuin transpositioitakin, 12. Jokainen indeksi viittaa sivelluokkasisl-
l6ltdadn erilaiseen transpositioon/jdsenjoukkoon.

Kiertosymmetrisiin joukkoluokkiin kuuluvista X/Y-joukoista muodoste-
ut autokorrelaatiovektorit puolestaan tunnistaa vilittdmasti siitd, ettd in-
deksissd 0 olevan komponentin lisdksi yksi tai useampi muukin kompo-
nentti on X/Y-joukon kokoinen. Ndiden komponenttien indeksit vastaavat
niitd transpositiointervalleja, joilla transponoitaessa joukon sidvelluokkasi-
sdltd pysyy muuttumattomana.

Vektorin X/Y-joukon kokoisten komponenttien méaird on suoraan ver-
rannollinen X/Y-joukon intervallikon keskenddn identtisten jaksojen maa-
rdan. Toisinsanoen jos autokorrelaatiovektorissa on n kappaletta X/Y-jou-
kon kokoisia komponentteja, on joukko n-jaksoisesti kiertosymmetrinen ja
joukkoluokkiin 6-30 A ja B kuuluvia tapauksia lukuunottamatta my6s n-
akselisesti kddnteissymmetrinen.

X/Y-joukon kokoiset komponentit sijaitsevat aina joukkoluokan jésen-
joukkojen miirdi vastaavan intervallin etdisyydelld toisistaan, osoittaen ja-
senjoukkokierron kunkin uuden "kierroksen" alkukohdan. Ja koska jidsen-
joukkokiertoja mahtuu kiertosymmetristen joukkoluokkien tapauksissa
12:n transposition puitteisiin aina useampia kuin 1, ovat autokorrelaatio-
vektoritkin tdlloin automaattisesti aina jaksollisia - eri jisenjoukkokierto-
jen tuottamat komponenttien rivit ovat keskendidn identtiset. My6s sédvel-
luokkasisilloltddn vertailtavan joukon ja kunkin jdsenjoukkokierron tietyn
yksittdisen jisenjoukon vilinen leikkaus on aina sama, vaikka tuo tietty jé-
senjoukko on joka kerran syntynyt X/Y-joukon eri transpositiosta.

Esimerkki 64: kohdassa a on autokorrelaatiomatriisi X/Y-joukosta 6-20/0
eli -131313-/0, sdvelluokkasisillsltaan {0,1,4,5,8,9). (Joukko on sijoitettuna sé-
velluokkaympyrille Intervalliavaruudelliset symmetriat -luvun esimerkis-
sd 29 c). Kohdassa ¢ on matriisista johdettu autokorrelaatiovektori. X/Y-
joukko on 3-akselisesti kiertosymmetrinen. Jiasenjoukkoja on 4, joten jdsen-
joukkokiertoja mahtuu 12:n transposition puitteisiin 3. Kolme X/Y-joukon
kokoista komponenttia ovat sijoittuneet jasenjoukkojen madrdd vastaavan
etiisyyden pddhdn toisistaan. Jasenjoukkokiertojen tuottamat komponent-
tien rivit ovat samanlaiset, joten vektori on X/Y-joukon intervallikon ta-
voin jakautunut kolmeen identtiseen jaksoon.

Matriisista puolestaan on nihtivissi, kuinka eri jisenjoukkokiertojen yh-
teydessd samat jasenjoukot tuottavat samansisiltoiset leikkausjoukot ver-
tailtavan joukon kanssa. Vertailtava joukko leikkautuu itsensd kanssa vaa-
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kariveilld 0, 4 ja 8. Vaakariveilld 1,5 ja 9 se leikkautuu joukkoluokan 1. ji-
senjoukon {1,2,5,6,9,10} kanssa, jolloin leikkausjoukoksi muodostuu kulla-
kin kerralla {1,5,9} jne.
Kohdassa b on autokorrelaatiomatriisi X/ Y-joukosta 8-28/0 eli -12121212-/0,
sdvelluokkasisilloltdan {0,1,3,4,6,7,9,10). (Joukko on sijoitettuna sivelluok-
kaympyrille Intervalliavaruudelliset symmetriat -luvun esimerkissi 31 b).
Kohdassa d on matriisista johdettu autokorrelaatiovektori. X/Y-joukko on
4-akselisesti kiertosymmetrinen. Jisenjoukkoja on 3, joten jdsenjoukkokier-
toja mahtuu 12:n transposition puitteisiin 4. Nelji X/Y-joukon kokoista
komponenttia ovat sijoittuneet jisenjoukkojen méiidrdd vastaavan etdisyy-
den pddhin toisistaan. Jasenjoukkokiertojen tuottamat komponenttien rivit
ovat samanlaiset. Vektori on X/Y-joukon intervallikon tavoin jakautunut
neljidn identtiseen jaksoon.
Matriisista ndkyy jdlleen vertailtavan joukon ja eri jasenjoukkokiertojen
samojen jisenjoukkojen tuottamien leikkausjoukkojen samansisiltoisyys.
Vertailtava joukko leikkautuu itsensd kanssa vaakariveilld 0, 3, 6 ja 9. Vaa-
kariveilld 1 ,4, 7 ja 10 se leikkautuu joukkoluokan 1. jdsenjoukon
{1,2,4,5,7,8,10,11} kanssa, jolloin leikkausjoukoksi muodostuu kullakin ker-
ralla {1,4,7,10} jne.
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Esim. 64 a Esim. 64 b
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Esim. 64 ¢ Esim. 64 d
6 303630363 0 3 8 4 48448448 4 4
012345¢6789 1011 012345678910 11
Esim. 65: kiertosymmetrisistd X/Y-joukoista johdettuja autokorrelaatio-
vektoreita.

Kohta a: X/Y-joukko on 2-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 2-6 pri-

maarimuoto -66-/0, sivelluokkasisalldltian {0,6).

Kohta b: X/Y-joukko on 2-jaksollisen, pelkdstdin kiertosymmetrisen jouk-
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koluokan 6-30 A primaarimuoto -123123-/0, sivelluokkasisalldltadn
(0,1,3,6,7,9).

Kohta ¢: X/Y-joukko on 3-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 3-12 pri-
maarimuoto -444-/0, sivelluokkasisillsltian {0,4,8).

Kohta d: X/Y-joukko on 3-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 9-12 pri-
maarimuoto -112112112-/0, sivelluokkasisillltadn {0,1,2,4,5,6,8, 9,10}.

Kohta e: X/Y-joukko on 4-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 4-28 pri-
maarimuoto -3333-/0, sivelluokkasisillltian {0,3,6,9).

Kohta f: X/Y-joukko on 6-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 6-35 pri-
maarimuoto -222222-/0, sivelluokkasisilldltiian (0,2,4,6,8,10}.

Esim. 65 a Esim. 65 b
2000002000 0 0O 6 2 2 42 26224 2 2
0123456789 1011 0123456789 1011
Esim. 65 ¢ Esim. 65 d
3000300030 Q 0 9 6 6 6 9666 96 6 6
012345467289 1011 012345678910 11
Esim. 65 e Esim. 65 f
4 004004004 0 0 6 0 6 06 06060 6 0

01234567829 1011 01234567829 1011

4.9.1.2. symmetrisen X/Y-joukon TICS-vektori

X/Y-joukon kuuluminen kidnteissymmetriseen joukkoluokkaan tekee
siitdi muodostettavasta TICS-vektorista poikkeuksellisen verrattuna TICS-
vektoreihin, jotka on muodostettu kainteisjoukkoluokan omaaviin epi-
symmetrisiin tai pelkistddn kiertosymmetrisiin (6-30 A ja B) joukkoluok-
kiin kuuluvista X/Y-joukoista. Kun X/Y-joukko kuuluu kdinteissymmetri-
seen joukkoluokkaan, kuuluu myds kédnteis-X/Y tuohon samaan joukko- -
luokkaan, joten muodostuva vektori on samanaikaisesti sekd TICS -vektori
ettd jommankumman tyyppinen autokorrelaatiovektori. Jos X/Y-joukko py-
syy akselin 0-6 suhteen kddnnettiessi itsenddn, on TICS-vektori identtinen
autokorrelaatiovektorin kanssa. Jos X/Y-joukosta tulee akselin 0-6 suhteen
kidnnetdessd jokin toinen joukkoluokkansa jidsenjoukoista, on kyseessd eri
X ja Y:n autokorrelaatiovektori, joka on jokin saman X:n ja Y:n autokorre-
laatiovektorin rotaatioista.

Esimerkki 66: kohdassa a on sidvelluokkaympyrille sijoitettuna 1-akselises-
ti symmetrinen joukko 8-26/3 eli -12112122-/3, sédvelluokkasisdllsltdan
{3,4,6,7,8,10,11,1}. (Seur. sivu).

Kohdassa b) on joukosta johdettu autokorrelaatiovektori ja kohdassa c)
TICS-vektori.
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Esim.66 a

Esim.66 b Esim.66 ¢
8 4565646056 5 4 5484565646 5 6
012345%6 789 1011 0123454678910 11

Vektorit ovat toistensa rotaatiot. TICS-vektori on autokorrelaatiovektorin
2. rotaatio. Kohdan ¢ vektori on eri X:n ja Y:n autokorrelaatiovektori, silld
akselin 0-6 suhteen kddnnettdessi joukon {34, 6,7,8,10,11,1} sdvelluokkasisil-
to ei pysy muuttumattomana, vaan siitdi muodostuu joukko {1,2,4,5,6,8,9,11}.

Jos kddnteissymmetrisen joukon tapauksessa tulee muodostettavaksi sen
TICS-vektori, on ajan sddstdmiseksi mielekistd kidyttdd autokorrelaatiovek-
torin ja TICS-vektorin samansukuisuuteen perustuvaa metodia. TICS-vek-
torin muodostamista varten selvitetidn tédlldin vain yksi seikka: minka
TICS-vektorin indeksin méarittdmaksi siirtyy se rotaatio, jonka autokorre-
laatiovektorissa maarittad indeksi 0. Tdma seikka ratkaistaan seuraavasti.

Todetaan tutkittavan kédinteissymmetrisen joukon normaalijisenen nu-
meroarvo ja kerrotaan se kahdella. Kaksinkertaiseen normaalijdsenen nu-
meroarvoon lisdtddn intervallikon kddnteisosan numeroarvo. Summa
osoittaa suoraan, minkd TICS-vektorin indeksin mairittima rotaatio on
identtinen autokorrelaatiovektorin indeksin 0 méiirittdiman rotaation kans-
sa. Tdten jos summa on n, on TICS-vektori autokorrelaatiovektorin n:s ro-
taatio.

Autokorrelaatiovektoria useammin on valmiina kiytettdvissd intervalli-
vektori, lukuisten joukkoteoreettisten esitysten sisdltdessd valmiit interval-
livektoritaulukot. Kaanteissymmetrisen joukon TICS-vektorin voi tilldin
yhtd hyvin muodostaa suoraan intervallivektorista. Toimenpide on kdytidn-
ndssd sama kuin dsken. Ensiksi selvitetddn X/Y-joukon kaksinkertaisen
normaalijisenen numeroarvon ja intervallikon kddnteisosan numeroar-
von summan avulla tarvittava TICS-vektorin indeksi. X/Y-joukon autokor-
relaatiovektori sijoitetaan timdn indeksin rotaatioksi. Ja koska autokorre-
laatiovektoria ei ole valmiina, se todetaan intervallivektorista. TICS-vekto-
rin todetun indeksin - numeroarvoltaan esimerkiksi n - komponentti on
automaattisesti X/Y-joukon kokoinen, sen vastatessa autokorrelaatiovekto-
rin indeksin 0 komponenttia. TICS-vektorin indekseihin n+1- n+6 sijoite-
taan intervallivektorin komponentit. Intervallivektorin indeksin 6 kompo-
nenttia vastaava n+6:n komponentti kerrotaan kahdella. TICS-vektorin in-
deksien n+7 - n+11 komponentit ovat kidnteiset verrattuna indeksien n+1 -
n+5 komponentteihin: n+1:n ja n+11:n komponentit ovat samat, samoin
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n+2:n ja n+10:n jne. Epimuodollisemmin ilmaistuna intervallivektori si-
joitetaan TICS-vektorin indeksin n suhteen peilikuvamaisesti, sekd nor-
maalisti vasemmalta oikealle ettd kddnteisessd jarjestyksessd oikealta va-
semmalle.

Esimerkki 67: esimerkissd 66 kdytetyn 1-akselisesti symmetrisen joukon
8-26/3 eli -12112122-/3, sidvelluokkasisilioltidn (3,4,6,7,8, 10,11,1}) TICS-vekto-
ri muodostetaan intervallivektorin [456562] avulla.

X/Y-joukon normaalijisenen numeroarvo kaksinkertaisena on 6. Inter-
vallikon kiddnteisosan numeroarvo on 8 (14+241+4142+1). 846=14=2. X/Y-jou-
kon kokoinen komponentti, joka autokorrelaatiovektorissa sijaitsisi indek-
sissd 0, tulee TICS-vektorissa indeksiin 2.

Intervallivektorin komponentit sijoitetaan TICS-vektoriin alkaen indek-
sistd 2+1=3. Intervallivektorin indeksin 6 komponentti 2, joka sijoittuu
TICS-vektorin indeksiin 2+6=8, kerrotaan kahdella. TICS-vektorin jiljelle-
jadviin indekseihin (9, 10, 11, 0 ja 1) tulevat komponentit saadaan kirjoitta-
malla niihin indeksien 3-7 komponentit pdinvastaisessa jdrjestyksessd siten,
ettd indeksiin 2 ndhden symmetrisesti ryhmittyneiden indeksien 3 ja 1, 4 ja
0, 5ja 11, 6 ja 10 sekd 7 ja 11 komponentit ovat pareittain samat. Alla valmis
TICS-vektori.

Esim.67

5484565646 5 6
0123456789 1011

Intervallivektori on ikddnkuin sijoitettu alkamaan indeksistd 2 kisin pei-
likuvamaisesti sekd vasemmalta oikealle etti oikealta vasemmalle.

Esimerkki 68: muodostetaan 2-akselisesti symmetrisen joukon 8-9/2 eli
-11131113-/2, sivelluokkasisilloltiin {2,3,4,5,8,9,10,11}, TICS-vektori inter-
vallivektorin {644464] avulla. Kohdassa a joukko sdvelluokkaympyralla.

Esim.68 a

Normaalijasenen numeroarvo kaksinkertaisena on 4. Intervallikon kaan-
teisosan numeroarvo on 3 (1+1+1). 443=7. X/Y-joukon kokoinen kompo-
nentti, joka autokorrelaatiovektorissa sijaitsisi indeksissd 0, tulee TICS-vek-
torissa indeksiin 7. Intervallivektorin komponentit sijoitetaan TICS-vekto-
rin indeksistd 7 kisin peilikuvamaisesti vasemmalta oikealle ja oikealta va-
semmalle. Valmis TICS-vektori on esimerkissd 68 b.
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Esim.68 b
6 86 44461864 4 4
012345678910 11

Kuten huomataan, myds indeksiin 1 tuli X/Y-joukon kokoinen kompo-
nentti, kun intervallivektorin indeksin 6 komponenttina ollut nelonen ker-
rottiin kahdella. Syy on tutkittavan joukon 2-akselisuudessa. Koska kaan-
teissymmetrisen joukon TICS-vektori on aina myds (saman tai eri X:n ja
Y:n) autokorrelaatiovektori, patevit siihen myds samat jaksollisuutta, leik-
kausjoukkojen sdvelluokkasisiltéd, X/Y-joukon kokoisten komponenttien
lukumadiria jne. koskevat lainalaisuudet.

Esimerkki 69: muodostetaan 4-akselisesti symmetrisen joukon 8-28/0 eli
-12121212-/0, sdvelluokkasisilloltidn (0,1,3,4,6,7,9,10}, TICS-vektori interval-
livektorin [448444] avulla. Kohdassa a joukko sijoitettuna sdvelluokkaympy-
rélle.

Esim.69 a

Normaalijasenen numeroarvo kaksinkertaisena on 0. Intervallikon kdan-
teisosan numeroarvo on 1. 0+1=1. X/Y-joukon kokoinen komponentti tulee
TICS-vektorin indeksiin 1. Intervallivektorin indeksin 6 komponentin kak-
sinkertaistamisen ja intervallivektorin komponenttien peilikuvamaisen
TICS-vektoriin sijoittamisen jilkeen asettuvat muut joukon kokoiset kom-
ponentit indekseihin 4, 7 ja 10. Valmis TICS-vektori on kohdassa 69 b.

Esim.69 b
4 8 448448414 8 4
01234546789 1011

4.9.2. SYMMETRISET ERI X:N JA Y:N LEIKKAUSVEKTORIT
4.9.2.1. kddnteissymmetriat

Jos- X tai Y tai molemmat kuuluvat kdanteissymmetriseen joukkoluok-
kaan, ovat transpositio- ja kddnteisvektorit toistensa rotaatioita tai kdanteis-
rotaatioita. Perusasetelmia on kaksi: 1) toinen tutkittavista joukoista on
kaanteissymmetrinen ja toinen epdsymmetrinen. 2) Molemmat joukot ovat
kddnteissymmetrisia.
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D

Asetelma 1) jakautuu vield kahteen alatapaukseen:
a) kddnteissymmetrinen joukko on Y:ni
b) kaddnteissymmetrinen joukko on X:ni.

a)

Kun Y on kddnteissymmetrinen joukko, kuuluu kdénteisvektorin kain-
teis-Y aina samaan joukkoluokkaan sen kanssa. Talloin kddnteisvektori on
jokin transpositiovektorin rotaatio. Kddnteisvektorin muodostamiseksi ole-
massaolevasta transpositiovektorista tutkitaan, mistd kd#dnteisvektorin in-
deksistd sijoittuu alkavaksi transpositiovektorin indeksin 0 méirittdma ro-
taatio. TAmA tieto selvidd kertomalla symmetrisen joukon normaalijisenen
numeroarvo kahdella ja lisidmaéllad siihen intervallikon kaidnteisosan nu-
meroarvo.

Esimerkki 70: X-joukko on epdsymmetrinen joukko 3-2 A/1 eli -129-/1, si-
velluokkasisalloltddn {1,2,4}. Y-joukko on 1-akselisesti symmetrinen joukko
2-1/5 eli -1,11-/5, sivelluokkasisillsltiain {5,6).

Kohdassa 70 a on joukoista johdettu transpositiovektori.

Esim. 70 a
0000000121 1 1
0123454678910 11

Tehtdvdnd on muodostaa kdanteisvektori transpositiovektorin avulla.
Symmetrisen joukon (¥Y:n) normaalijisenen numeroarvo kerrottuna kah-
della on 10. Intervallikon kdinteisosan numeroarvo 1 lisdttynd 10:een on 11.
Transpositiovektorin indeksin 0 médrittdmd rotaatio siirretdidn alkavaksi
kddnteisvektorin indeksistd 11.Kddnteisvektori on siten transpositiovekto- -
rin 11. rotaatio. Valmis kédédnteisvektori on kohdassa 70 b.

Esim. 70 b
000 0_ 001211 1 0
0123454678910 11

b)

Kun Y on epdsymmetrinen joukko, kuuluu kdanteisvektorin kaanteis-Y
aina sen kéaidnteisjoukkoluokkaan. Kiidnteisvektori ja transpositiovektori
ovat toistensa kddnteisrotaatioita. Kddnteisvektorin muodostamiseksi ole-
massaolevasta transpositiovektorista selvitetddin, minkd nimenomaisen
kdidnteisvektorin indeksin madrittimiksi kddnteisrotaatioksi transpositio-
vektori sijoittuu. Indeksin etsiminen tapahtuu tismaélleen samoin kuin
edellisessd pdinvastaisessa asetelmassa, kertomalla symmetrisen joukon
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(nyt siis X-joukko) normaalijisenen numeroarvo kahdella ja lisddmdlld sii-
hen intervallikon kéddnteisosan numeroarvo.

Esimerkki 71: edellisen esimerkin X- ja Y-joukot ovat vaihtaneet paikkaa.
X-joukko on 1-akselisesti symmetrinen joukko 2-1/5 eli -1,11-/5, sdvelluok-
kasisillsltadn {5,6). Y-joukko on epdsymmetrinen joukko 3-2 A/1 eli -129-/1,
savelluokkasisalloltaan (1,2,4).

Kohdassa 71 a on joukoista johdettu transpositiovektori.

Esim. 71 a
0111210000 0 0O
012345¢6 78910 11

Tehtdvdnd on muodostaa kdinteisvektori transpositiovektorin avulla.
Symmetrisen joukon normaalijisenen numeroarvo kerrottuna kahdella ja
lisdttynd intervallikon kddnteisosan numeroarvoon on luonnollisesti sama
kuin edellisessdkin esimerkissi eli 11. Olemassaoleva transpositiovektori si-
joitetaan kddnteisvektorin indeksin 11 mééarittdméiksi kaidnteisrotaatioksi.
Kédnteisvektori on transpositiovektorin 11. kdinteisrotaatio.

Valmis kadanteisvektori on kohdassa 71 b.

Esim.71b
000000121711 1 O
0123456782910 11

2)

Jos ldhtdasetelman molemmat joukot ovat kiddnteissymmetrisid, kuuluvat
kddnteisvektorien kédinteis-Y:t aina samaan joukkoluokkaan kuin kaadnta-
méttomadtkin Y:t. Transpositio- ja kddnteisvektorit ovat toistensa rotaatioita.

Olemassaolevan transpositiovektorin avulla voidaan muodostaa kéinteis- -
vektori ldhes samaan tapaan kuin kohdassa 1, jossa normaalijisenen kah-
della kerrotun numeroarvon ja intervallikon kdédnteisosan numeroarvon
summa etsitiin aina symmetrisestd joukosta ja jossa transpositio- ja kadin-
teisvektorin mairdytyminen toistensa rotaatioiksi tai kadinteisrotaatioiksi
rilppui symmetrisen joukon asemasta X:nd tai Y:nd. Molempien joukkojen
ollessa kddnteissymmetrioita etsitddn normaalijisenen kahdella kerrotun
numeroarvon ja intervallikon kéddnteisosan numeroarvon summa aina Y-
joukosta.

Esim. 72 a _
0000011312312 1 1
012345678910 11

Esimerkki 72: X-joukko on 1-akselisesti symmetrinen joukko 3-1/3 eli
-1,1,10-/3, sdvelluokkasisilloltadn {3,4,5). Y-joukko on 1-akselisesti symmet-

193



Leikkausvektorit

rinen joukko 3-6/6 eli -228-/6, sivelluokkasisallltian (6,8,10).

Kohdassa 72 a on joukoista johdettu transpositiovektori.

Tehtdvdnd on muodostaa transpositiovektorin avulla kddnteisvektori. Y-
joukon normaalijdsenen numeroarvo 6 kerrottuna kahdella on 0, joka lisit-
tynd intervallikon kdidnteisosan numeroarvoon 4 (2+2) on 4. Transpositio-
vektori sijoitetaan kdinteisvektorin indeksin 4 médrittdmdksi rotaatioksi.
Vastaavasti kéddnteisvektori on transpositiovektrin 4. rotaatio.

Valmis kdanteisvektori on kohdassa 72 b.

Esim.72b
1.2110000017] 1 2
0123454678910 11

Esimerkki 73: edellisen esimerkin X ja Y ovat vaihtaneet paikkaa. Nyt X-
joukko on 1-akselisesti symmetrinen joukko 3-6/6 eli -228-/6, sdvelluokkasi-
sdlloltddn {6,8,10}. Y-joukko on 1-akselisesti symmetrinen joukko 3-1/3 eli
-1,1,10-/3, sdvelluokkasisalloltiin (3,4,5}.

Kohdassa 73 a on joukoista johdettu transpositiovektori.

Esim. 73 a
0112121100 0 0
01234546789 1011

Transpositiovektorin avulla muodostetaan kédnteisvektori. Y-joukon
normaalijisenen numeroarvo 3 kerrottuna kahdella on 6, joka lisdttynd in-
tervallikon kddnteisosan numeroarvoon 2 (1+1) on 8. Transpositiovektori
sijoitetaan kddnteisvektorin indeksin 8 médrittdimaksi rotaatioksi.

Valmis kddnteisvektori on kohdassa 73 b.

Esim.73b
1211000001 1 2
012345678910 11

4.9.2.2. kiertosymmetriat
4.9.2.2.1. lihtoasetelmavaihtoehdot

Jos joko X tai Y tai molemmat kuuluvat kiertosymmetriseen joukkoluok-
kaan, on leikkausvektori aina jaksollinen, riippumatta siitd onko kyseessd
pelkkd kiertosymmetria vaiko moniakselinen symmetria, transpositiovek-
tori vaiko kdanteisvektori.

Transpositio- ja kaddnteisvektorien vilisten lainalaisuuksien suhteen pel-
késtddn kiertosymmetriset joukkoluokat (6-30 A tai 6-30 B) kidyttaytyvat epa-
symmetristen tavoin, koska niillikin on kéinteisjoukkoluokat. Erityyppisia
perusasetelmia voidaan taas todeta muutamia:
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1)

Jos tutkittavista joukoista toinen on pelkistddn kiertosymmetrinen jouk-
ko ja toinen epdsymmetrinen joukko, kuuluvat molemmissa vaihtoehdois-
sa Y ja kddnteisvektorin kddnteis-Y toistensa kdidnteisjoukkoluokkiin. Koska
kumpikaan mahdollinen X ei myoskdin ole kidnteissymmetrinen joukko,
eivdt transpositio- ja kddnteisvektorit ole sen enempii toistensa rotaatioita
kuin kdinteisrotaatioitakaan. Vektorit ovat tillaisissa tapauksissa useimmi-
ten kokonaan erilaiset.

Esimerkki 74: X-joukko on epasymmetrinen joukko 3-11 A/0 eli -345-/0,
sdvelluokkasisalléltdan (0,3,7). Y-joukko on 2-jaksoinen pelkkd kiertosym-
metria 6-30 A/0 eli -123123-/0, sdvelluokkasisillsltdsn {0, 1,3,6,7,9}.

Kohdassa a joukoista johdettu transpositiovektori, kohdassa b kéinteis-
vektori.

Esim. 74 a Esim. 74 b
31123113112 1 1 2212202212 2 0
012345678910 11 0123456782910 11

Vektorit ovat erilaiset, mutta yhdistdvdni piirteend on Y-joukolta molem-
piin tapauksiin periytyva 2-jaksoisuus.

2)

Jos taas tutkittavista joukoista toinen on pelkki kiertosymmetria ja toinen
kidnteissymmetria, ovat vaihtoehdot samat kuin epadsymmetristen ja kiin-
teissymmetristen joukkojen asetelmissa. (Ks. edell. kohta 9.2.1.). Kiertosym-
metrisen joukon ollessa X:nd ovat transpositio- ja kddnteisvektorit toistensa
rotaatioita, kiertosymmetrisen joukon ollessa Y:ni kiinteisrotaatioita.

Esimerkki 75: X-joukko on 1-akselisesti symmetrinen joukko 2-4/0 eli -48-
/0, sdvelluokkasisilloltddn {0,4). Y-joukko on 2-jaksoinen pelkki kiertosym-
metria 6-30 A/0 eli -123123-/0, sidvelluokkasisillltdsan {0,1,3,6,7,9). Kohdassa
a joukoista johdettu transpositiovektori, kohdassa b kiinteisvektori.

Esim. 75 a Esim.75b
1102111102 1 1 1201111201 1 1
0123456789 1011 0123454678910 11

Vektorit ovat toistensa kddnteisrotaatiot. Kumpikin vektori on jilleen 2-
jaksoinen.

3)

Jos sekd X- ettd Y-joukko ovat moniakselisia symmetrioita eli yhtaikaisesti
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sekd kierto- ettd kddnteissymmetrioita, patee kiddnteisvektorin muodostami-
seen olemassaolevasta transpositiovektorista sama metodi kuin kahden
kiddnteissymmetrisen joukon tapauksissa.

4.9.2.2.2. symmetrioiden jaksollisuuden vaikutus vektorin
jaksollisuuteen

Kahden kiertosymmetrisen joukon tapauksissa vektorin jaksollisuus seu-
raa kiintoisalla tavalla intervallikoiden jaksollisuutta. Esimerkeissd 74 ja 75
nihtiin, kuinka intervallikoltaan 2-jaksoinen joukko tuotti sekd epdsym-
metrisen ettd 1-akselisesti symmetrisen joukon kanssa 2-jaksoisen vektorin.

Esimerkki 76: 2-akselisesti symmetrinen joukko 4-25/0 eli -2424-/0, sédvel-
luokkasisalloltadn (0,2,6,8) on X-joukko ja 2-akselisesti symmetrinen joukko
8-25/0 eli -11221122-/0, sdvelluokkasisilloltddn {0,1,2,4,6,7,8,10}, on Y-joukko.

Kohdassa a transpositiovektori, kohdassa b kdanteisvektori.

Esim. 76 a Esim. 76 b
4 2 4 0 42 42 40 4 2 4 2 42 404242 4 0
0123454678910 11 0123456789 10 11

Molemmat vektorit ovat intervallikkojen tavoin 2-jaksoisia.

Esimerkki 77: 4-akselisesti symmetrinen joukko 4-28/0 eli -3333-/0, sivel-
luokkasisalloltdan (0,3,6,9) on X-joukko ja 2-akselisesti symmetrinen joukko
8-25/0 eli -11221122-/0, sdvelluokkasisall6ltaan {0,1,2,4,6,7,8,10} on Y-joukko.

Kohdassa a transpositiovektori, kohdassa b kiddnteisvektori.

Esim.77 a Esim. 77 b
2 2 4 2 2 42 242 2 4 2.4 22 4 2 2422 4 2
012345678910 11 0123454678910 11

Kumpikin vektoreista on sekd 2- ettd 4-jaksoinen, kummankin intervalli-
kon jaksollisuuden mukaisesti. Transpositiovektorissa on kaksi kertaa jakso
224224, ja tdmédn edelleenjakautumisen seurauksena neljd kertaa jakso 224.
Kadnteisvektorissa on vastaava ryhmittyminen.

Jos toinen joukoista on intervallikoltaan 2-jaksoinen ja toinen 3-jaksoi-
nen, tulee kahdentoista komponentin ryhmittyd yhtdaltd kahdeksi kuuden
komponentin jaksoksi ja toisaalta kolmeksi neljin komponentin jaksoksi.
Téllaisissa tilanteissa vektorit jakautuvat jaksoihin siten, ettd jaksojen mid-
rd vastaa aina vdhintddn kakkosen ja kolmosen pienintd yhteistd jaettavaa,
kuutosta.

Esimerkki 78: 2-akselisesti symmetrinen joukko 4-25/0 eli -2424-/0, sével-

luokkasisalloltadn {0,2,6,8) on X-joukko ja 3-akselisesti symmetrinen joukko
9-12/0 eli -112112112-/0, sdvelluokkasisallsltaan {0,1,2,4,5,6,8,9,10} on Y-jouk-

196




Leikkausvektorit

ko. Kohdassa a transpositiovektori, kohdassa b kidadnteisvektori.

Esim. 78 a Esim. 78 b
4 2 4 2 4 2 42 42 4 2 4 2 4 2 42 42 42 4 2
01234546789 10 11 0123456789 1011

Kumpikin vektoreista on seki 2- ettd 3-jaksoinen, joukkojen intervallikoi-
den jaksollisuuksien mukaisesti. Niissd on kaksi kertaa jakso 424242 ja kol-
me kertaa jakso 4242.

Téllaisessa tilanteessa vektorissa voi olla myds enemmdn jaksoja kuin oli-
si intervallikoiden jaksollisuuksien kannalta valttamatonta.

Esimerkki 79: 3-akselisesti symmetrinen joukko 3-12/0 eli -444-/0, sdvel-
luokkasisalloltdan {0,4,8} on X-joukko ja 2-akselisesti symmetrinen joukko
4-9/0 eli -1515-/0, sidvelluokkasisill6ltddn {0,1,6,7} on Y-joukko.

Kohdassa a transpositiovektori, kohdassa b kdédnteisvektori.

Esim. 79 a Esim.79b
1111111111 1 3 11111131111 31 1
01234546789 10 11 0123454678910 11

Vektorit ovat jakautuneet mahdollisimman moneen eli kahteentoista jak-
soon.

Kiertosymmetriset intervallikot ovat 2-, 3-, 4-, 6-, tai 12-jaksoisia. Edellisen
kaltaisia tapauksia, joissa vektorin jaksojen lukumaird on vahintddn inter-
vallikoiden jaksojen lukumaéirien pienin yhteinen jaettava, tuottavat myos
intervallikoiltaan 3- ja 4- sekd 4- ja 6-jaksoisten joukkojen muodostamat
asetelmat. Molemmissa ndistd tapauksista pienin yhteinen jaettava on 12.
Toisinsanoen jokainen intervallikoiltaan 3- ja 4-jaksoisten tai 4- ja 6-jaksois-
ten joukkojen muodostama ldhtéasetelma tuottaa vektorin, jossa kaikki
komponentit ovat keskenddn yhtd suuria. Tapauksia joissa pienin yhteinen
jaettava olisi suurempi kuin 12 ei tasavireisessd sdvelavaruudessa ole.

Esimerkki 80: 4-akselisesti symmetrinen joukko 4-28/0 eli -3333-/0, sivel-
luokkasisilloltddn {0,3,6,9) on X-joukko ja 3-akselisesti symmetrinen joukko
6-20/0 eli -131313-/0, sdvelluokkasisalloltdaan {0,1,4,5,8,9) on Y-joukko.

Kohdassa a transpositiovektori, kohdassa b kiddnteisvektori.

Esim. 80 a Esim. 80 b
2222222222 2 2 2222222222 2 2
0123454678910 11 012345678910 11

4.9.2.2.3. leikkausjoukkojen sdvelluokkasisillst

Osajoukot ja osajoukkoluokat-luvun kohdassa 3. tarkasteltiin kiertosym-
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metristen joukkoluokkien vilisii osajoukkoluokkasuhteita. Tilloin kivi il-
meiseksi, ettd pidettdessd n-jaksoisesti kiertosymmetrisen joukkoluokan ji-
senjoukkoa paikoillaan vertailtavana joukkona ja tutkittaessa toisen, vaik-
kapa m-jaksoisesti kiertosymmetrisen joukkoluokan jisenjoukot vuoroin
suhteessa siihen, vain m-jaksoisen joukkoluokan symmetriaominaisuuk-
silla - jisenjoukkojen madrilld ja kunkin jisenjoukon itseensitransponoitu-
vuudella - on merkitystd lopputulokseen. n-jaksoisen vertailtavan joukon
symmetriaominaisuudet ovat tdssi asetelmassa passiiviset.

Laheisesti samantapainen havainto voidaan tehdi tutkittaessa leikkaus-
oukkojen sdvelluokkasisélt6jd ja niille X- ja Y-joukkojen paikanvaihdosta
aiheutuvia muutoksia kahdesta kiertosymmetrisestd joukosta johdetuissa
vektoreissa. Téssd kysymyksenasettelussa X-joukko vastaa osajoukkoasetel-
man paikallaanpidettdvdi vertailujoukkoa ja Y:n transpositiot m-jaksoista
joukkoluokkaa. -

Esimerkki 81: X- ja Y- joukot ovat samat kuin esimerkissid 80. 4-akselisesti
symmetrinen joukko 4-28/0 eli -3333-/0, sdvelluokkasisillltd4n {0,3,6,9) on
X-joukko ja 3-akselisesti symmetrinen joukko 6-20/0 eli -131313-/0, sivel-
luokkasisalloltdan (0,1,4,5,8,9) on Y-joukko. Joukoista johdettu transpositio-
matriisi alla vasemmalla.

Leikkausjoukot muodostavat Y-joukon intervallikon jaksojen maardi
vastaavasti kolme keskendidn identtistd 4-jasenistd leikkausjoukkojen ryh-
méi. Kukin ryhméd muodostuu yhden jisenjoukkokierron tuottamista leik-
kausjoukoista. Vaakariveille 0, 4 ja 8 sijoittuvat leikkausjoukot koostuvat
keskendin samoista sidvelluokista, samoin vaakariveille 1,5 ja 9 sijoittuvat
leikkausjoukot keskendin jne.

Esim. 81 Esim. 82

01 234567789101 01 234567891011
[ J o 0of|e o 0
® ) 1] (e | @] 1

T T Tl T T 2 _ o o )

® o 3le o 3
® ® 4 o ) 4
° o 5 ® o 5

® ® 6|le ® 6

® ® ? ° ) ?
® L 8 ° ® 8
) ® 91ie ® 9

® ® 10| |e@ ° 10

® ® n 1B ) 1"

01 23456789101 0123456 g8 910

Esimerkki 82: joukot ovat samat kuin esimerkissd 81, mutta X ja Y ovat
vaihtaneet paikkaa. Nyt 3-akselisesti symmetrinen joukko 6-20/0 eli -131313-
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/0, sdvelluokkasisdllltaan {0,1,4,5,8,9} on X-joukko ja 4-akselisesti symmet-
rinen joukko 4-28/0 eli -3333-/0, sidvelluokkasisalloltdan (0,3,6,9} on Y-jouk-
ko. Joukoista johdettu transpositiomatriisi ylld oikealla.

Leikkausjoukot muodostavat edellisen esimerkin tavoin Y-joukon inter-
vallikon jaksojen madrdd vastaavan miidrdn keskendin identtisid leikkaus-
joukkojen ryhmid, joista kukin syntyy yhden jdsenjoukkokierron tulokse-
na. Tilld kertaa on ryhmid 4 kappaletta, kunkin sisiltidessd kolme leikkaus-
joukkoa. Vaakariveille 0, 3, 6 ja 9 sijoittuvat leikkausjoukot koostuvat kes-
kenddn samoista savelluokista, samoin vaakariveille 1, 4, 7 ja 10 sijoittuvat
leikkausjoukot keskenddn ja vaakariveille 2, 5, 8 ja 11 sijoittuvat leikkaus-
joukot keskenddn.

Yleensi siis jos Y on intervallikoltaan n-jaksoisesti kiertosymmetrinen
joukko, jisentyvit leikkausjoukot n:ksi keskendin samansiséltdiseksi ryh-
méksi. Jdsentyminen nimenomaisesti Y-joukon symmetriaominaisuuksien
perusteella pétee kaikkiin tapauksiin. X-joukon symmetriaominaisuudet
ovat timédn kysymyksenasettelun kannalta passiiviset.

199



5.KOMPLEMENTTIJOUKOT - JA ~JOUKKOLUOKAT

5.1. YLEISTA

5.1.1. KOMPLEMENTTIJOUKKO,KOMPLEMENTTIPARI

Joukon P komplementti (komplementtijoukko) P' muodostuu niistd si-
velluokkaympyrin sidvelluokista, jotka eivit ole P:n alkioita. Muodollisesti
ilmaistuna P' on universaalijoukon U ja joukon P erotus:

P'=U~P=CyP.

Talldin P:n ja P:n yhdiste on aina universaalijoukko: P U P'= U. Vastaa-
vasti P:n ja P:n leikkaus on aina tyhji joukko: P N P' = &. P':n koko on P:n
koko vdhennettyni kahdestatoista. Jos #P = n, niin #P' = 12-n.

Tédméin komplementin mairitelmédn mukaan siis tietty P' on tietyn P:n
komplementti nimenomaan aina U:ssa, vaikka komplementin yleinen
mairitelmil ei asetakaan ennakkoehtoja sille joukolle, jossa tietty joukko
on tietyn toisen joukon komplementti. Komplementtisuhteen maéarittele-
minen ja tarkasteleminen nimenomaisesti U:ssa on joukkoteoriassa omak-
suttu kdytdnts.2 Mikali jossakin tekstissi komplementin kisitetti ei erik-
seen mddritelld, voi automaattisesti olettaa kirjoittajan puhuvan komple-
menteista universaalijoukon suhteen.3

Joukko ja sen komplementtijoukko muodostavat yhdessd komplementti-
" parin.

Esim. 1 a-h: komplementtipareja

1a)3-2B/9 b)9-2A/0 ) 4-Z29B/4 d) 8-Z29 A/0

(19
101

e)5-4A/0 f)7-4B/4 g) 6-Z17A/9  h)6-ZA3B/0
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512, KOMPLEMENTTI- JA
KA ANTEISKOMPLEMENTTIJOUKKOLUOKKA

Joukon P edustama joukkoluokka S ja joukon P komplementtijoukon P
edustama joukkoluokka S' ovat komplementtijoukkoluokkia (lyhyemmin
komplementtiluokkia). Jokaisella S:n jdsenjoukolla on komplementtinaan
jokin S§":n jdsenjoukoista.

Joukon P edustama joukkoluokka S ja joukon P komplementtijoukon P'
mielivaltaisen kdidnndksen IP' edustama joukkoluokka IS' ovat vastaavasti
kidnteiskomplementtijoukkoluokkia (lyhyemmin kddnteiskomplementti-
luokkia).

5. 1.3. KOMPLEMENTTILUOKAT FORTEN JOUKKOLUOKITUKSESSA

Allen Forten joukkoluokituksessa komplementtiluokat on nimetty siten,
ettd kokoa osoittava numero on komplementtinen ja jarjestysnumero
identtinen. 3-2 ja 9-2 ovat komplementtiluokkia, samoin 4-19 ja 8-19, 5-21 ja
7-21 seki 2-2 ja 10-2 jne. Poikkeuksen tekevit 6-jiseniset Z-suhteiset joukko-
Iuokat, joiden tapauksissa komplementtiluokkien jirjestysnumerot eivit
ole identtiset. (Esim. 1 g-h).

Forten luokituksessa transpositionaaliset kdanteisjoukkoluokat mielletdan
yhteen kuuluviksi, joten mydskdan komplementtiluokkien ja kéénteis-
komplementtiluokkien vilille ei tehdd eroa. Joukkoluokkataulukossa tiet-
tyd (tdman esityksen késittein) A/B-tyyppistd joukkoluokkaa edustaa sen A-
tyyppisen joukkoluokan primaarimuoto. Sama pédtee tahollaan my6s tuon
joukkoluokan (niinikddn A/B-tyyppiseen) komplementtiluokkaan. Tastd ei
kuitenkaan tule vetda sitd johtopaitostd, ettd A-tyyppisen joukkoluokan
komplementtiluokka olisi automaattisesti A-tyyppinen, silld itse asiassa
ndin on vain muutamassa tapauksessa. Ylivoimaisesti suurimmassa osassa
tapauksista A/B-tyyppisen joukkoluokan A-joukkoluokka on A/B-tyyppi-
sen komplementtiluokkansa B-joukkoluokan komplementtiluokka ja pain- -
vastoin.

Taten esimerkiksi joukkoluokan 3-2 B jokaisen jisenjoukon komplement-
ti on joukkoluokan 9-2 A jasenjoukko. (Esim. 1 a-b). Vastaavasti joukkoluo-
kan 3-2 A jokaisen jasenjoukon komplementti on joukkoluokan 9-2 B ji-
senjoukko.

Joukkoluokan 4-Z29 B jokaisen jasenjoukon komplementti on joukkoluo-
kan 8-Z29 A jasenjoukko. (Esim.1 c-d). Joukkoluokan 4-Z29 A jokaisen ji-
senjoukon komplementti puolestaan on joukkoluokan 8-Z29 B jasenjouk-
ko.

Joukkoluokan 5-4 A jokaisen jdsenjoukon komplementti on joukkoluo-
kan 7-4 B jdsenjoukko. (Esim.1 e-f). Joukkoluokan 5-4 B jokaisen jisenjou-
kon komplementti on vastaavasti joukkoluokan 7-4 A jdsenjoukko.

Joukkoluokan 6-Z17 A jokaisen jisenjoukon komplementti on joukko-
luokan 6-Z43 B jidsenjoukko. (Esim.1 g-h). Joukkoluokan 6-Z17 B jokaisen
jisenjoukon komplementti on joukkoluokan 6-Z43 A jisenjoukko jne.
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Poikkeuksen tidstdi komplementtiluokkien A- ja B-tyyppien "ristiin
menosta" muodostavat seuraavat tapaukset: 4

4-12 A:n komplementtiluokka on 8-12 A (4-12 B:n 8-12 B)

4-14 A:n komplementtiluokka on 8-14 A (4-14 B:n 8-14 B)

5-11 A:n komplementtiluokka on 7-11 A (5-11 B:n 7-11 B)

5-26 A:n komplementtiluokka on 7-26 A (5-26 B:n 7-26 B)

5-28 A:n komplementtiluokka on 7-28 A (5-28 B:n 7-28 B)
6-Z10 A:n komplementtiluokka on 6-Z39 A (6-Z10 B:n 6-Z39 B)
6-14 A:n komplementtiluokka on 6-14 A itse, 6-14 B:n 6-14 B.

Kuten tapausjoukko osoittaa, ovat kdadnteisjoukkoluokat 6-14 A ja B ainoat
epdsymmetriset tai pelkdstddn kiertosymmetriset (siis ei-kddnteissymmetri-
set) 6-jiseniset joukkoluokat, jotka ovat itsekomplementoivia. Loput 26 ti-
hén kategoriaan kuuluvaa joukkoluokkaa - 13 A/B-tyyppistd ei-Z-suhteista
joukkoluokkaa - ovat "kdidnteisitsekomplementoivia”. A:n jisenjoukon
komplementti on B:n jisenjoukko ja piinvastoin. Nimi joukkoluokat ovat
toisinsanoen omia kadanteiskomplementtiluokkiaan.

A-tyyppinen joukkoluokka on A-tyyppisen tai B-tyyppinen B-tyyppisen
komplementtiluokka kaikkaan 14:ssa tapauksessa, jotka on esityksen lopus-
sa olevassa joukkoluokkataulukossa merkitty A:sta A:han ja B:std B:hen
osoittavilla nuolilla. Esimerkissd 2 a-h on ndhtdvissi muutamia niiden ta-
pausten piiriin kuuluvia komplementtipareja sivelluokkaympyréille sijoi-
tettuina. '

Ristiin A:sta B:hen ja B:std Athan komplementoivia tapauksia on 128.

Esimerkki 2:

a)5-11B/0 b)7-11B/6 c)5-28 A/8 d)7-28 A/0

(6)
e)5-26 B/7 f)7-26 B/0 g)6-14 A/0 h)6-14 A/6
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5.2. KOMPLEMENTTIJOUKKOJEN JA -LUOKKIEN LEIKKAUSVEKTORIT
5. 2.1. INTERVALLIVEKTORIT

Joukkoluokan S intervallivektorin ja S:n komplementtiluokan S' inter-
vallivektorin vastinindeksien komponenttien vililld vallitsee tarkoin maa-
riteltdvissd oleva suhde. Toisesta vektorista voi aina muodostaa toisen.

S:n ja S:n kardinaalisuuksien erotuksen itseisarvo, |#5-#5'| on yhtd suu-
ri kuin S:n ja S"n intervallivektorien tietyn vastinindeksin i (mikd tahansa
vélilld 1-5) komponenttien k; ja k'; erotuksen itseisarvo, |ki-k'il.

|#S-#S'| = |ki-k';l.

S:n ja S'n kardinaalisuuksien erotuksen itseisarvo jaettuna kahdella on
yhtd suuri kuin S:n ja S':n intervallivektorien vastinindeksin 6 kompo-
nenttien kg ja k's erotuksen itseisarvo jaettuna kahdella.

|#5-#S'| = lkg=k'gl
2 2

Jos S:n tunnetusta intervallivektorista muodostetaan S:n intervallivekto-
ri ja #S < #5', niin kardinaalisuuksien erotuksen itseisarvo lisdtidn S:n in-
deksien 1-5 komponentteihin, ja erotuksen itseisarvon puolikas indeksin 6
komponenttiin. Tuloksena on S"n intervallivektori.

Esimerkki 3: joukkoluokan 5-6 B intervallivektori on [311221]. Sen avulla
muodostetaan komplementtiluokan 7-6 A intervallivektori. Kardinaali-
suuksien erotuksen itseisarvo on |5-71 = 2. Niinollen joukkoluokan 7-6 A
intervallivektorissa indeksien 1-5 komponentit ovat kahden yksikon verran
suuremmat ja indeksin 6 komponentti yhden yksikén (2/2 = 1) verran suu-
rempi kuin vastaavat komponentit 5-6 B:n intervallivektorissa. 7-6 A:n in-
tervallivektori on [533442].

Jos Sin tunnetusta intervallivektorista muodostetaan S:n intervallivekto-
ri ja #5 > #S', niin kardinaalisuuksien erotuksen itseisarvo vihennetdin
S:n indeksien 1-5 komponenteista, ja erotuksen itseisarvon puolikas indek-
sin 6 komponentista. Tuloksena on S'n intervallivektori.5

Esimerkki 4: joukkoluokan 9-1 intervallivektori on [876663]. Sen avulla
muodostetaan komplementtiluokan 3-1 intervallivektori. Kardinaalisuuk-
sien erotuksen itseisarvo on 19-3| = 6. 3-1:n intervallivektorissa indeksien 1-
5 komponentit ovat kuuden yksikén verran pienemmait ja indeksin 6 kom-
ponentti kolmen (6/2 = 3) yksikon verran pienempi kuin vastaavat kompo-
nentit 9-1:n intervallivektorissa. 3-1:n intervallivektori on siten {210000].
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Ylliolevasta seuraa, ettd komplementtisesti toisiinsa suhtautuvien heksa-
kordien intervallivektori on aina identtinen, kuuluivatpa komplementtipa-
rin jisenet samaan joukkoluokkaan, kidnteisjoukkoluokkiin tai (Z-suhtei-
sissa tapauksissa) kokonaan eri joukkoluokkiin. Kardinaalisuuksien erotuk-
sen itseisarvo on aina 0, joka vihennettynd komponenteista tai lisdttynd nii-
hin piti4 ne tietenkin entiselldén.6

5. 2.2. AUTOKORRELAATIOVEKTORIT

Komplementtiparin intervallivektoreita koskevat lainalaisuudet pitevét
myds autokorrelaatiovektoreihin. Indeksin 6 komponenttia ei autokorrelaa-
tiovektoreissa puoliteta, joten kardinaalisuuksien erotuksen itseisarvo
osoittaa myds vastinindeksien 6 tapauksessa komponenttien erotuksen it-
seisarvon. Useiden kirjoittajien teksteissi komplementin kisitteen yhtey-
dessd ovat eri vektoreista tarkasteltavina nimenomaisesti autokorrelaatio-
vektorit eivitkd intervallivektorit. Tatd seikkaa ei valttdmaittad erikseen mai-
nita.”

5. 2.3. TICS-VEKTORIT

Komplementtijoukkojen TICS-vektoreiden vililla vallitsee samanlainen
vastaavuus kuin autokorrelaatiovektoreidenkin vélilld. Kaikkien vastinin-
deksien komponenttien erotuksen itseisarvo vastaa kardinaalisuuksien ero-
tuksen itseisarvoa.

Seki tietylld joukolla ettd koko sen edustamalla joukkoluokalla on yksi
yhteinen intervallivektori ja yksi yhteinen autokorrelaatiovektori. Joukolla
on yksi TICS-vektori, mutta joukkoluokalla useimmiten kuusi erilaista, jot-
ka ovat toistensa rotaatioita. Tdméan vuoksi tulee huomata, ettd intervalli- ja
autokorrelaatiovektorien tapauksista poiketen ei kahden toisiinsa komple-
menttisesti suhtautuvan joukon TICS-vektoreita tarkasteltaessa automaatti-
sesti tarkastella myos noiden joukkojen edustamien joukkoluokkien TICS-
vektoreita. Suoraa vastaavuutta ei ole.

Esimerkki 5: joukko 3-2 A/0 eli -129-/0, sdvelluokkasisallsltadn {0,1,3), on
sijoitettuna sdvelluokkaympyrille esimerkissd 5 a. Sen TICS-vektori on esi-
merkissd 5 c.

Esim.5 a
(0)
1 O
8
3)
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Edellisen joukon komplementtijoukko 9-2 B/2 eli -211111113-/2, sédvel-
luokkasisilloltdan {2,4,5,6,7,8,9,10,11}, on sijoitettuna sdvelluokkaympyrélle
esimerkissd 5 b. Sen TICS-vektori on puolestaan esimerkissa 5 d.

Esim.5 ¢ Esim.5 d
1212201000 0 Q 7 8 788676 6 6 6 6
012345678910 11 0123454678910 11

Kardinaalisuuksien erotuksen itseisarvo on 19-3| = 6. Suuremman joukon
TICS-vektorin kaikki komponentit ovat kuuden yksikén verran suurem-
mat kuin pienemmin joukon TICS-vektorin vastinindeksien komponentit.
Vektoreilla on siis ikddnkuin sama "profiili", komponenttien koot vain
poikkeavat toisistaan.

Esimerkki 6: kohdassa a on dskeisen esimerkin pienemmadstd joukosta sa-
velluokkaympyridlld myotdpdivddn mentdessd vastinjdseniltddn kahden
puolisdvelluokka-askeleen padssd oleva joukko 3-2 A/2 eli -129-/2, sivel-
luokkasisilloltddn {2,3,5). Sen TICS-vektori on esimerkissi 6 c.

Esim. 6 a

Sen komplementtijoukko on 9-2 B/4 eli -211111113-/4, sdvelluokkasisallol-
tadn (4,6,7,8,9,10,11,0,1). (Kohta b). Tamén joukon TICS-vektori on kohdassa
6d.

Esim.6 ¢ Esim.6 d
0000121220 1 Q 6 6 6 6 787 88¢6 7 6
0123456789 10 11 01234546789 1011

Kardinaalisuuksien erotuksen itseisarvo on luonnollisesti sama kuin
edellisessa esimerkissd eli 6. Suuremman joukon TICS-vektorin kaikki
komponentit ovat kuuden yksikén verran suuremmat kuin pienemmaén
joukon TICS-vektorin vastinindeksien komponentit. 6 c:n vektori on 5 c:n
4. rotaatio, samoin 6 d 5 d:n.

Esimerkki 7: kohdassa 7 a on sijoitettuna siavelluokkaympyrille yksiakse-
lisesti symmetrinen joukko 4-3/0 eli -1218-/0, sdvelluokkasisdllltddn
{0,1,3,4}. (Seur.sivulla). Sen TICS-vektori on esimerkissid 7 ¢. Sen 1-akseli-
sesti symmetrinen komplementtijoukko 8-3/5 eli -11111133-/5 , sédvel-
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luokkasisilloltaan {5,6,7,8,9,10,11,2), on sijoitettuna sidvelluokkaympyrille
kohdassa 7 b. Tdmai joukon TICS-vektori on kohdassa 7 d.

Esim.7 ¢

5 6 54 4 4
6

0
012345678910 11 0123 78 9 10 11

Kardinaalisuuksien erotuksen itseisarvo on 18-41 = 4. Suuremman joukon
TICS-vektorin kaikki komponentit ovat neljin yksikén verran suuremmat
kuin pienemmin joukon TICS-vektorin vastinindeksien komponentit.

Esimerkki 8: joukon 6-Z10 A/0 eli -121125-/0, sdvelluokkasisilloltaan
{0,1,3,4,5,7), TICS-vektori on esimerkissa 8 a.

Sen komplementtijoukon 6-Z39 A/6 eli -211134-/6, sdvelluokkasisallol-
tddn {6,8,9,10,11,2}, TICS-vektori on esimerkissid 8 b.

Esim.8 a Esim.8 b

3 222 443452 3 2 3 222443452 3 2
0123454678910 11 01234546789 10 11
Kardinaalisuuksien erotuksen itseisarvo on 16-61 = 0. Vastinindeksien

komponentit ovat yhtd suuret ja vektorit nidinollen identtiset.
5. 3. KOMPLEMENTTILUOKKIEN OSAJOUKKOLUOKKASUHTEET

Erddn ndkokulman komplementtiluokkiin muodostavat niiden osajouk-
koluokkasuhteet. Komplementtiparin vililld osajoukkosuhde ei tietenkdin
toteudu koskaan, silld toisen joukon jdsenind ovat juuri ne sidvelluokat, jot-
ka toisesta puuttuvat.

Komplementtiluokkien vilisten osa]oukkoluokkasuhtelden tarkastelu
muistuttaa toimenpiteend eri X:n ja Y:n transpositiovektorin muodostamis-
ta. Poikkeuksena on se, ettd huomio kiinnitetddn pelkidstiin pienemmain
joukkoluokan kokoisiin leikkauksiin, ei muihin. Kidytinnén toimenpide
on jilleen se, ettd jommankumman joukkoluokan jisenjoukkoa pidetdin
paikoillaan vertailukohtana ja toisen jdsenjoukkoja verrataan siihen yksi
kerrallaan. Riippuen siitd, valitaanko suuremman vai pienemmin joukko-
luokan jdsenjoukko vertailtavaksi joukoksi, olisi ndkokulmia jilleen peri-
aatteessa kaksi. Kuitenkin, erdistd leikkausvektoreista poiketen tuottavat
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komplementtiluokkia tutkittaessa molemmat vaihtoehdot aina eri teitid sa-
man informaation, joten vaihtoehdoista voi valita kumman tahansa.

Epdsymmetristen ja pelkdstddn kiertosymmetristen komplementtiluokki-
en osajoukkoluokkasuhteet ovat monimutkaisemmat kuin kaidnteissym-
metristen, silld niiden tapauksissa voidaan aina tutkia osajoukkoluokka-
suhteet my&s kddnteiskomplementtiluokan kanssa.

A-tyyppiselld joukkoluokalla on tietynlainen osajoukkoluokkasuhde seki
komplementti-B:nsd ettd (kdadnteis)komplementti-A:nsa kanssa, B-tyyppisel-
l1d joukkoluokalla samoin. A-tyyppiselld joukkoluokalla on aina samanlai-
nen osajoukkoluokkasuhde komplementti A:than kuin B-tyyppiselld jouk-
koluokalla on komplementti-B:hen. Vastaavasti A-tyyppiselld joukkoluo-
kalla on aina samanlainen osajoukkoluokkasuhde komplementti-B:hen
kuin B-tyyppiselld joukkoluokalla on komplementti-A:han.

Taman vuoksi on seuraavassa otettu kidytto6n yksinkertainen merkintita-
pa, jossa on kaksi numeroa kauttaviivan yhdistdmind, esim. 4/2, 1/3, 1/1
jne. Kauttaviivan vasemmalla puolella oleva numero ilmaisee, kuinka
monta kertaa kukin A-joukkoluokan jiasenjoukko on osajoukkosuhteissa
komplementti-A:nsa jdsenjoukkoihin ja kuinka monta kertaa kukin B-
joukkoluokan jidsenjoukko on osajoukkosuhteissa komplementti-B:nsd ji-
senjoukkoihin.

Kauttaviivan oikealla puolella oleva numero ilmaisee, kuinka monta ker-
taa kukin A-joukkoluokan jisenjoukko on osajoukkosuhteissa komple-
mentti-B:nsd jasenjoukkoihin ja kuinka monta kertaa kukin B-joukkoluo-
kan jdsenjoukko on osajoukkosuhteissa komplementti-A:nsa jisenjoukkoi-
hin. Muistisddntond on, ettd lukuparin vasen jidsen kertoo osajoukkosuh-
teista samantyyppisten joukkoluokkien vililld, oikeanpuoleinen kidnteis-
tyyppisten joukkoluokkien vililld. Esityksen lopussa liitteend olevassa jouk-
koluokkataulukossa on merkitty kunkin "komplementtiluokkakehikon"”
yldaosaan joukkoluokkia koskevat osajoukkoluokkatiedot.8

Esimerkki 9: A/B-tyyppisten komplementtiluokkien 3-2 ja 9-2 lukupari 6/5
tarkoittaa, ettd kukin 3-2 A:n jdsenjoukko on osajoukkosuhteessa kuuteen
9-2 A:n jasenjoukkoon ja viiteen 9-2 B:n jisenjoukkoon. Vastaavasti kukin
3-2 B:n jdsenjoukko on osajoukkosuhteessa kuuteen 9-2 B:n jdsenjoukkoon
ja viiteen 9-2 A:n jasenjoukkoon.

Komplementtiluokkien symmetriatyppi on aina sama, joten lukuparin
6/5 voi tulkita my&s siten, ettd kullakin 9-2 A:n jasenjoukolla on osajoukko-
naan kuusi 3-2 A:n jisenjoukkoa ja viisi 3-2 B:n jasenjoukkoa jne.?

A/B-tyyppisten komplementtiluokkien osajoukkoluokkasuhteita kuvaa-
via lukupareja tutkimalla voi huomata, ettd useimmissa tapauksissa luku-
parin jdsenet ovat erisuuruisia, ja ettd ldhes kaikissa erisuuruisissa tapauk-
sissa oikeanpuoleinen jidsen on pienempi.

Toisaalta aiemmin todettiin, ettd A-tyyppisen joukkoluokan komplement-
tiluokka on useimmiten B-tyyppinen ja pdinvastoin. Koska lukuparin oi-
keanpuoleinen jisen kuvaa osajoukkoluokkasuhteita juuri ristiin mene-
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vien komplementtisten A- ja B-tyyppisten ja B- ja A-tyyppisten joukkoluok-
kien vililld, johtuu arvelemaan ettd joukkoluokan ja sen kdidnteiskomple-
menttiluokan vililld toteutuu osajoukkoluokkasuhde yleensd useammin
kuin joukkoluokan ja sen komplementtiluokan vélill4.

Asia on todellakin nain, silld tutkittaessa niitdi muutamaa tapausta joissa
lukuparin oikeanpuoleinen jisen on suurempi, kdy ilmi ettd kyseessd ovat
ne aiemmin esitellyt tapaukset, joissa A:n komplementtijoukkoluokka on
A ja B:n B. Télldinhdn lukuparin oikeanpuoleinen jisen kuvaa poikkeuk-
sellisesti joukkoluokan ja kdidnteiskomplementtiluokan vilisid osajoukko-
‘luokkasuhteita. Tarkkaan ottaen osajoukkoluokkasuhde joukkoluokan ja
sen komplementtiluokan vililld ei toteudu kertaskaan useammin kuin osa-
joukkoluokkasuhde joukkoluokan ja sen kdidnteiskomplementtiluokan vé-
lilla. Yhtd usein se toteutuu vain neljdssd tapauksessa: 5-3/7-3 (1/1),
5-11/7-11 (1/1),5-21/7-21 (3/3) ja 5-27/7-27 (1/1).

Téstd ndkokulmasta on kiintoisaa tarkastella ns. maverick sonorityn ta-
pausta.10 Kyseessi ovat yksiakselisesti symmetriset komplementtiluokat
5-12 ja 7-12, joiden vilille ainoana tapauksena koko Forten metodein mééri-
tellyssd joukkoluokka-avaruudessa (kédanteisjoukkoluokat ovat yhdess3) ei
synny komplementtiluokkien vilistd osajoukkoluokkasuhdetta lainkaan.

Komplementtiluokkien vilisid osajoukkoluokkasuhteita kuvaavia luku-
pareja tarkemmin tutkimalla voi havaita, ettd useissa tapauksissa komple-
menttiluokkaan viittaavaa jdsen - eli useimmiten oikeanpuoleinen - on
nolla. Tdma merkitsee kdytdnnossi sitd, ettd eroteltaessa Forten luokitukses-
ta poiketen kddnteisjoukkoluokat omiksi yksikoikseen ei kyseisten komple-
menttiluokkien vilille synny osajoukkoluokkasuhdetta.

Naéinollen transpositionaalisen joukkoluokituksen kannalta ei ole mitdin
erikoista siind, ettd maverick sonorityn komplementtiluokkien vililld ei
osajoukkoluokkasuhde toteudu kertaakaan. Timi asiaintila vallitsee periti
47:ssd tapauksessa, maverick sonorityssd ja 23:ssa A/B-tyyppisessi tapaukses-
sa. Néistd 46:ssa tapauksessa eli kaikissa 23:ssa A/B-tyyppisessad tapauksessa -
toteutuu osajoukkoluokkasuhde kuitenkin kaidnteiskomplementtiluokan
kanssa. Joukkoluokat 5-12 ja 7-12 ovat osajoukkoluokkasuhteita toteutta-
mattomista komplementtiluokkapareista ainoat kddnteissymmetriset, joten
niiden kohdalla osajoukkoluokkasuhde ei voi toteutua mydskddn kiadnteis-
komplementtiluokan avulla, koska se on sama kuin komplementtiluokka.

Transpositionaalisen joukkoluokituksen kannalta maverick sonorityn eri-
koisasema hdvidd siten 46:n muun osajoukkoluokkasuhdetta toteuttamatto-
man komplementtiluokkaparin joukkoon. Kiinnostavaksi kysymykseksi
nousee tdlléin vastavuoroisesti se, miksi joka ikisessd ei-kdadnteissymmetris-
ten komplementtiluokkien tapauksessa joukkoluokka toteuttaa osajoukko-
luokkasuhteen kadnteiskomplementtiluokkansa kanssa, vaikka osajoukko-
luokkasuhde komplementtiluokan kanssa ei toteutuisikaan.
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5. 4. KOMPLEMENTTI-INTERVALLIKON MAARITTAMINEN
INTERVALLIKOSTA

Tietyn joukon intervallikosta voidaan muodostaa suoraan sen komple-
mentin intervallikko. Chrisman esittid timéan toimenpiteen suorittamisek-
si erddn tavanll ja Regener toisenl2, joka perustuu tismilleen samoihin
havaintoihin intervallikon jidsenten kayttiytymisestd komplementoitaessa
kuin oma metodini, jonka johdin Chrismanin tavasta. Ndkékulmani on
kuitenkin ymmartédikseni astetta helpommin ldhestyttdvd kuin Regenerin,
joten metodien samankaltaisuudesta huolimatta esittelen seuraavassa oma-
ni.

Chrisman soveltaa metodissaan intervallikoihin samanlaista binddrino-
taatiota kuin Daniel Starr joukkoihin, ainoastaan painvastaisessa jédrjestyk-
sessd.13 Kaikki intervallikot esitetdin binddrinotaatiossa 12-jisenisind nol-
lien ja/tai ykkosten kombinaatioina.

Intervallikon kukin jdsen kirjoitetaan vuoroin ykkdsen ja nollien yhdis-
telmaiksi siten, ettd alkuun tulee aina ykkonen ja sen perddn intervallin nu-
meroarvo-1 kappaletta nollia. Ykkonen pysyy ykkosend, kakkosesta tulee 10,
kolmosesta 100, nelosesta 1000, viitosesta 10000 jne. Esim. joukkoluokan 3-
11 A intervallikko -345- on tdten merkittynd 100100010000 ja joukkoluokan
5-3 A intervallikko -11217- 111011000000.

Binddrimuotoisesta intervallikosta muodostetaan sen binddrimuotoinen
komplementti-intervallikko yksinkertaisesti vaihtamalla ykk&set nolliksi ja
piinvastoin. Intervallikosta 100100010000 tulee 011011101111 ja intervalli-
kosta 111011000000 puolestaan 000100111111. Tamaén jdlkeen binddrimuotoi-
nen komplementti-intervallikko palautetaan tavanomaiseksi intervallikok-
si. Toimenpide aloitetaan vasemmanpuoleisimmasta ykkosestd. Nollasta ei
voida aloittaa, koska silld ei ole omaa arvoa. Kukin nolla kuuluu aina jon-
kin ykkosen perdssid olevaan nollien ryhmain, kasvattaen tuon ykkdésen
madrittdimén intervallin numeroarvoa.

Bindidrimuotoisen intervallikon 011011101111 vasemmanpuoleisimmasta
ykkosestd tulee intervalli 1, koska silld ei ole nollaa perdssddn. Sitd seuraava
10 on intervalli 2. Seuraa kaksi pelkkdd ykkostd ja 10:n muodostama kakko-
nen. Timén jilkeen vield kolme ykkostd sekd viimeisen ykkdsen ja vasem-
manpuoleisen nollan muodostama 10 eli kakkonen - dirijisenet ovat rin-
nakkaisia. Tuloksena on intervallikko -121121112-, normaalijirjestyksessd
-112111212-, joka kuuluu joukkoluokan 3-11 A komplementtiluokalle
9-11 B.

Toisen binddrimuotoisen intervallikon 000100111111 vasemmanpuolei-
simpaan ykkdoseen liittyy kaksi nollaa. 100 on intervalli 3. Sitd seuraa viisi
ykkostd ja oikeanpuoleisimman ykkdsen ja kolmen vasemmanpuoleisen
nollan muodostama 1000 eli intervalli 4. Intervallikko on -3111114- ja se
kuuluu joukkoluokan 5-3 A komplementtiluokalle 7-3 B.

Kuten edelld huomattiin, on komplementinmuodostuksen peukalosdédn-
tond yhtddltd ettd suuresta intervallista tulee ryhmé pienid ja toisaalta ettd
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useat pienet yhtyvat muutamiksi suuriksi. Hieman tarkemmin intervalleit-
tain yksilSityna:

Tietyssd intervallikossa oleva kakkonen on binddrimuodossa 10. Vaihdet-
taessa nolla ykkoseksi ja pdinvastoin tdsti kombinaatiosta tulee 01. Se voi-
daan palauttaa tavanomaiseksi intervalliksi samoin kuin edelld palautettiin
kokonainen intervallikko. Aloitetaan jilleen vasemmanpuolimmaisesta -
ja tdssd tapauksessa ainoasta - ykkosestd. Se saa perddnsi kombinaation aino-
an nollan, kuten edelld binddrimuotoisen intervallikon oikeanpuoleinen
ddrijasen 1 sai perddnsi vasemmanpuoleisen dirijisenen 0. Kombinaatio on
10, eli komplementoitaessa kakkonen pysyy itsenédin.

Tietysséd intervallikossa oleva kolmonen on binddrimuodossa 100. Vaih-
dettaessa nollat ykkosiksi ja ykkonen nollaksi tistd kombinaatiosta tulee 011.
Se palautetaan tavanomaisiksi intervalleiksi samalla tavalla kuin dskeinen-
kin tapaus. Vasemmanpuoleisen ykkésen peridssi ei ole nollaa, joten ykko-
nen pysyy itsenddn. Adrijisenistdi muodostuu 10 eli kakkonen. Titen kol-
monen tuottaa komplementoituessaan intervalliparin 12.

Tietyssd intervallikossa oleva nelonen on binddrimuodossa 1000. Vaihdet-
taessa nollat ykkosiksi ja ykkonen nollaksi tdstd kombinaatiosta tulee 0111.
Palautettaessa se tavanomaisiksi intervalleiksi kaksi vasemmanpuoleista
ykkostd pysyvit edelleen ykkdsind ja darijasenistd muodostuu 10 eli kaksi -
nelonen tuottaa komplementoituessaan intervallikolmikon 112.

Tietyssd intervallikossa oleva viitonen on binddrimuodossa 10000. Vaih-
dettaessa nollat ykkdsiksi ja ykkonen nollaksi tistd kombinaatiosta tulee
01111. Palautettaessa se tavanomaisiksi intervalleiksi kolme vasemmanpuo-
leista ykkostd ovat edelleen ykkosid ja ddrijasenistd muodostuu 10 eli kaksi.
Viitonen tuottaa komplementoituessaan intervallit 1112. Jne.

Yleensd siis jokainen ykkdstd suurempi intervalli muodostaa komple-
mentoituessaan intervallin numeroarvo-2 kappaletta ykkosid ja niiden pe-
rddn yhden kakkosen. (Intervalli 2 sdilyy entisellddn sen tuottaessa ykkosia
2-2=0 kpl). Tdtd havaintoa voidaan kayttdd hyviksi ja kirjoittaa komple-
mentti-intervallikko suoraan tunnetusta intervallikosta. Chrismanin meto- -
din edellyttdma bindirinotaation vilivaihe voidaan jittdd pois. :

Aiemmasta esimerkki-intervallikosta -345- muodostuu komplementti-in-
tervallikko seuraavasti: vasemmalta aloitettaessa kolmosesta tulee 12, nelo-
sesta 112 ja viitosesta 1112. Yhteensd -121121112- eli normaalijarjestyksessa
-112111212-. Intervallikon vakio-osa on 212 ja kddnteisosa 112111. K&dénteis-
osa on B-tyyppinen, silld pdinvastainen muoto 111211 sisdltdd pienempid
intervalleja alkupaissd. Joukkoluokan 3-11 A komplementtiluokka on
9-11 B.

Esim 10: 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 4-23 intervallikko on
-2325-. Komplementti-intervallikkoa muodostettaessa kakkonen pysyy kak-
kosena, kolmosesta tulee 12, toinen kakkonen pysyy myos kakkosena ja vii-
tosesta tulee 1112. Yhteensd -21221112- eli normaalijdrjestyksessa -11122122-.
- Tdma on joukkoluokan 8-23 intervallikko.
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Kun komplementoitavassa intervallikossa on ykkonen tai ykkosid, ne kas-
vattavat vasemmalla puolellaan olevasta ykkostd suuremmasta intervallis-
ta komplementoitaessa aina syntyvid kakkosta.

Intervallikossa T oleva kolmonen tuottaa komplementti-intervallikkoon
T' intervalliparin 12. Jos intervallikossa T onkin kolmosesta ja sen oikealla
puolella olevasta ykkodsestd muodostuva intervallipari 31, kasvattaa ykko-
nen kolmosesta komplementoituvan intervalliparin 12 kakkosta yhdelld
yksikolld, jolloin tuloksena on T"n intervallipari 1(2+1) = 13.

Jos intervallikossa T on kolmosesta ja kahdesta sen oikealla puolella ole-
vasta ykkdsestd muodostuva intervalliryhmi 311, kasvattaa kumpikin yk-
konen kolmosesta komplementoituvan intervalliparin 12 kakkosta yhdelld
yksikolld, jolloin T:n muodostuu intervallipari 1(2+1+1) = 14.

Jos intervallikossa T on nelosesta ja neljistd sen oikealla puolella olevasta
ykkosestd muodostuva intervalliryhma 41111, kasvattaa kukin ykkénen ne-
losesta komplementoituvan intervalliryhman 112 kakkosta yhdelld yksikol-
1. T"'n muodostuu intervalliryhmd 11(2+1+1+1+1) = 116.

Jos intervallikossa T on intervalliryhma 211311, kasvattavat kakkosen oi-
kealla puolella olevat kaksi ykkostd kakkosesta komplementoituvaa kakkos-
ta yhdelld yksikolld kumpikin. 2+1+1 = 4. Kolmosen oikealla puolella olevat
kaksi ykkostd puolestaan kasvattavat kolmosesta komplementoituvan in-
tervalliparin 12 kakkosta yhdelld yksikolld kumpikin. 1(2+1+1) = 14. T:n in-
tervalliryhma 211311 tuottaa siten komplementti-intervallikkoon T' inter-
valliryhmén 414. Jne.

Jos intervallikon alussa on ykkésid, komplementointi aloitetaan vasem-
malta katsoen ensimmadisestd ykkostd suuremmasta intervallista.

Esimerkki 11: 1-akselisesti symmetrisen joukkoluokan 9-1 intervallikko
on -111111114-. Komplementointi aloitetaan intervallista 4. Se tuottaa
komplementoituessaan intervalliparin 112, jonka kakkosen kanssa laske-
taan yhteen kaikki 8 ykkosté ja saadaan -1,1,10-. Tdmi on joukkoluokan 3-1
intervallikko.

Esimerkki 12: joukkoluokan 7-2 A intervallikko on -1111125-. Komple-
mentointi aloitetaan kakkosesta, joka pysyy kakkosena. Intervalli 5 tuottaa
intervalliryhmén 1112, jonka kakkosen kanssa lasketaan yhteen kaikki viisi
ykkostd. Tillgin saadaan ryhma 1117 ja ensimmadinen kakkonen mukaanlu-
kien koko intervallikko 21117. Tdma on B-tyyppinen intervallikko, silld
kddnteisosan pdinvastaisessa muodossa 1112 on pienempi intervalli alussa.
7-2 A:n komplementtiluokka on siis 5-2 B ja sen intervallikko -21117-.

Esimerkki 13: joukkoluokan 6-Z19 A intervallikko on -121314-. Komple-
mentointi aloitetaan kakkosesta, joka pysyisi muuten kakkosena, mutta sen
oikealla puolella oleva ykkénen kasvattaa siitd intervallin 3. Kolmonen
tuottaa intervalliparin 12, kolmosen oikealla puolella olevan ykkdsen kas-
vattaessa intervalliparin kakkosta yhdelld yksikolla: 13. Nelosesta tulisi 112,
mutta intervallikon alussa oleva neloseen liittyvad ykkonen kasvattaa 112:n
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kakkosta yhdelld yksikolla: 113. Komplementti-intervallikko on -313113-,
normaalijirjestyksessd -131133-, joka on B-tyyppinen. (Kédinteisosan péiin-
vastaisessa muodossa 1131 on pienempid intervalleja alkupiissi). Joukko-
luokan 6-Z19 A komplementtiluokka on 6-Z44 B.
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valliketju 4-2-1-2-4. (Rahn ei useimmiten ota ddrijdsenten vilistd inter-
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R-avaruudellisten sidveltasokombinaatioiden tarkastelemisesta tai luo-
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Mead 1984b, sivut 25-28. Forte 1973a, sivut 63-73.
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30 A ja 6-30 B tavoin on kiertosymmetria muttei kddnteissymmetria.
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JOUKKOLUOKKATAULUKKO

Siavelluokkaympyréilld olevat joukot ovat joukkoluokkien primaarimuo-
toja. Kunkin ympyrén kehilld olevat rengastetut numerot muodostavat yh-
dessd primaarimuodon sidvelluokkasisdllon. Paksummalla kirjasimella
merkitty sdvelluokka 0 on joukon normaalijisen.

Ympyrin sisédlld olevat reunustetut numerot muodostavat yhdessd inter-
vallikon. Normaalijarjestys saadaan lukemalla numerot myotidpidividéan,
aloittaen jisenesti joka on sivelluokan 0 ja siiti myotipdivain mentiessi
ensimmiisen vastaantulevan sdvelluokan vilissé.

Jos joukkoluokka on kddnteissymmetrinen, on sidvelluokkaympyrdille
merkitty akselit, joiden suhteen kéddnnettidessd primaarimuodon sivelluok-
kasisdllot sdilyvdt muuttumattomina.

Ympyrdiden alla olevat viliviivalla varustetut numerot ovat joukkoluok-
kien nimid. Viliviivan vasemmalla puolella oleva numero kertoo joukko-
luokan jidsenjoukkojen koon, oikealla puolella oleva numero joukkoluo-
kan jirjestysnumeron. Jos joukkoluokan nimessd on lisdksi kirjain A tai B,
on kyseessi epdsymmetrinen tai pelkidstddn kiertosymmetrinen joukko-
luokka. Jos nimessd ei ole kirjainta A tai B, on joukkoluokka kddnteissym-
metrinen. Kunkin kdadnteissymmetrisen joukkoluokan nimi on lisdksi va-
rustettu kehyksilla.

Nimen alla on suluissa joukkoluokan intervallivektori. A- ja B-tyyppisilld
kédanteisjoukkoluokilla on aina identtinen intervallivektori. Erdissd tapauk- -
sissa joukkoluokilla on identtinen intervallivektori, vaikka ne eivit ole-
kaan toistensa kidnteisjoukkoluokkia. Ndmi tapaukset on merkitty siten,
ettd joukkoluokan nimessi on Z-kirjain ja intervallivektorin molemmissa
péissd musta nelio.

Primaarimuodot on ryhmitelty siten, etti yhdessd viivojen rajaamassa ke-
hikossa on tietty primaarimuoto, mahdollisen kadnteisjoukkoluokan pri-
maarimuoto, komplementtiluokan primaarimuoto sekd mahdollisen k&ain-
teisjoukkoluokan komplementtiluokan primaarimuoto. Jos 6-jisenisten
joukkoluokkien tapauksissa tietyssd kehikossa olevan ympyrdn oikealla
puolella oleva tila on tyhjd, on joukkoluokka oma komplementtiluokkansa
tai kddnteisjoukkoluokkansa komplementtiluokka. Z-suhteisissa tapauksis-
sa kaikki saman intervallivektorin omaavien joukkoluokkien primaari-
muodot sekd niiden komplementtiluokkien primaarimuodot (joilla on
niinikd3dn keskendin identtiset intervallivektorit) on sijoitettu yhteen ke-
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hikkoon. Muutoin noudatettava joukkoluokkien kasvava numerojirjestys
tekee siis Z-suhteisten joukkoluokkien kohdalla poikkeuksen.

Padsaantoisesti A-tyyppisen joukkoluokan komplementtiluokka on B-
tyyppinen ja painvastoin. Poikkeustapaukset, joissa A:n komplementtiluok-
ka on A-tyyppinen ja B:n B-tyyppinen, on merkitty A:sta A:han ja B:std
B:hen osoittavilla nuolilla.

Ympyroiden viliin (yldpuolelle) alleviivatulla kirjasimella kirjoitettu nu-
mero osoittaa, kuinka monta kertaa osajoukkoluokkasuhde toteutuu suu-
remman ja pienemmain joukkoluokan vélilld. A/B-tyyppisten joukkoluok-
kien tapauksissa numeroita on kaksi. Tdlléin kauttaviivan vasemmalla
puolella oleva numero osoittaa osajoukkoluokkasuhteiden toteutumisten
mddrdn pienemmin A:n ja suuremman A:n sekd pienemmain B:n ja suu-
remman B:n vililld. Vastaavasti kauttaviivan oikealla puolella oleva nu-
mero osoittaa osajoukkoluokkasuhteiden toteutumisten méairin pienem-

mén B:n ja suuremman A:n sekd pienemmin A:n ja suuremman B:n vi-
lilla.

Mikéli tietyn joukkoluokan jdsenjoukkojen lukumaird poikkeaa kahdes-
tatoista (koskee moniakselisesti kddnteissymmetrisid joukkoluokkia sekd
pelkéstdan kiertosymmetrisid joukkoluokkia 6-30 A ja 6-30 B), on jisenjouk-
kojen maidrad merkitty varjostetulla kirjasimella sdvelluokkaympyrdiden va-
liin (alapuolelle). Kaikissa muissa tapauksissa on jasenjoukkoja 12.
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